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Premiére partie
. . 1 1
1. Soit la matrice de S>(Q), M = ( 1 -1 )
Le polynéme caractéristique est s = X2 — 2, donc 2 € Sp(M).

a b
b c

/3 étant une valeur propre de M, donc 0 = 3 — (a + ¢)v/3 +ac — b?, or V3 ¢ Q, ce qui exige a +c =0
et ac — b*> = —3, donc yar = X2 — 3.

2. 2.a Posons M = ( ) € S2(Q), alors xr = X? — (a +¢)X + ac — b2

2.b Soitn € Z.
— Sin=0 (3], alors n> =0 [3].
—Sin=1[3],alorsn? =1 [3].
—Sin=2[3],alorsn*=1 [3].
On conclut que n? = 0 ou 1 modulo 3.
2.c Soit z,y,z € Z tel que 2% + y? = 322 avec pgcd(z,y, z) = 1, alors x> + y? = 0 [3], ce qui donne par la
question précédente { v =0[3]
"l y=013]

d’ou I'existence de p,q € Z tel que = = 3p et y = 3¢, donc 22 = 3p? + 3¢ et par suite 22 = 0 [3] et la
question précédente exige z = 0 [3], ce qui contredit pged(z,y, z) = 1.
a b

2.d Soit M = < b e ) € 55(Q) avec a* + b* = 3. On écrit a =

(ps)? + (rq)* = 3(gs)*.
Soit d = pgcd(ps, rq, qs), alors en divisant I'égalité précédente par d?, on obtient une égalité de la forme
2? +y? = 322 avec pged(z,y, 2) = 1, ce qui impossible par la question précédente.
On conclut que v/3 ¢ Sp(M).

3. 3.a B = ( {Z _’L}n ) € S9,(Q), alors B commute avec < g Z ) et B2 = < A2SI” AQ?-In ) =
(C] + ]-)IQn

3.b On va raisonner par récurrence.
— Pourd = 1. Pour tout n € N*, My = I,, € 5,,(Q) et M? = I,.
— Supposons le résultat vrai pour un certain d > 2. Alors il existe n € N* et M, ..., My € S,(Q) qui
commutent deux a deux et M2 = kI,, pour tout 1 < k < d.
On considére les matrices Ny, ..., Ngi1 de S5, (Q) définies par :
Nk:(zgiii)pmnlgkgdeﬂwﬂ;:(i& ”g).
Alors par hypothése de récurrence, les N, commutent et N? = k1, et grace a la question précédente,
Nay1 commute avec Ny et N7, | = (d+1)I5,.
Ainsi les N, appartiennent a S»,,(Q), commutent deux a deux et telles que N? = kI, pourtout 1 < k <
d + 1, ce qui achéve la récurrence.
3.c Soit qq,...,q4 € QT*. Posons ¢; = % = % ou m = ppcm(by, ..., bg).

On remarque que M? = q;I,, si, et seulement si, (b;M;)? = a;b;I,. Notons D = maz(aiby, ..., aghq),
alors d’aprés la question précédente, il existe n € N*, Ny,..., Np € S,,(Q) qui commutent deux a deux
telles que N7 = kI,, pour tout 1 < k < D , donc en particulier Nfl_bi = a;b; I, pour tout 1 < ¢ < d, ce qui

SHkS

T N
, b= —-o0Up,qrs € Z, alors
S

. 1 ?
entraine que (bNaibi> = qil,.

7

1 , \ .
b—Naibi, alors les M; répondent a la question.
7

4. 4.a — Supposons que V/2 = g € Q avec pgcd(p, q) = 1, alors p* = 2¢%, ce qui exige p = 0 [2].

On pose M; =

Soit k € Z tel que p = 2k, alors ¢® = 4k3, donc ¢ = 0 [2], ce qui contredit pged(p,q) = 1, et par suite
V2 ¢ Q. On conclut que X — /2 ¢ Q[X].



— Supposons que X2 + aX + b € Q[X] admet /2 comme racine, alors V/4 + av/2 + b = 0, ce qui
donne en multipliant par /2, 2+ av/4+b</2 = 0, et en la combinant avec la premiére égalité, on obtient
2 —ab+ (b—a?)V/2 =0, donc b = a? et a® = 2, ce qui est impossible d’aprés ce qui précéde.

— On vient de montrer que /2 ne peut étre racine d’un polynéme de Q,[X], donc X2 est le polynéme
de degré minimal de Q[X] qui annule /2, donc X? — 2 divise y.

. L 2
4.b Les racines de X — 2 sont v/2,j/2 et j2/2 ol j = exp <z;)

La matrice est symétrique réelle, donc d’aprés le théoréme spectral, son spectre est réel, mais j /2 est
une valeur propre de M complexe non réelle.
On conclut que /2 ne peut étre valeur propre d’'une matrice de S, (Q).

0 1
, , 10 (0) , ,
5. Considérons la matrice de 0,(Q), A = . ) la matrice compagnon associée a X" — 1

alors Y4 = X" — 1, donc \ = ¢*27/" est valeur propre de A
1
M= (A+'4) € S,(Q).

27
Montrons que cos < - > est valeur propre de M.

2w 2
Soit Z € C* nonnul, telque AZ = A\Z,alors tAZ = A~'Z = /\Z donc MZ = cos ( - ) Z, donc cos ( 7:)
est valeur propre de M € S,,(Q).

Deuxiéme partie

1 1 1
6. —>P(X> :a0+a1§+a2ﬁ+...+ad,1 donc Q(X)=1+ag 1 X +...+a; X1 +ag X

Xd-1 Xd’
1 -

— P(X) = (X — A\1)...(X — A\g), donc P < ) ( ) < — /\d> donc en multipliant chaque

terme du produit par X, on obtient Q(X) = A X)...(1— )\dX
7. — La décomposition en éléments simples s’écrit @X) _ = Z As .

Q(X) —~1-NX
. 1 1
— Les fonctions © — T est développable en série entiére en 0 de rayon de convergence R; = |)\ K

donc f est développable en série entiere comme somme finie de fonctions développables en séries entieres
1
en 0, de rayon r > min <|/\|> .
i

1<i<d
1 =
— Par développements usuelles pour tout = €] — R;, Ri[, = Z Az™ et par combinaison linéaire,
it -0
“+o00 d "
pour tout z €] — 7,7, f(x) == (Z A”“) Z Npprz™.
n=0 \17
. . . (0
8. 8.a Le développement précédent exige que pour tout n € N, N, = fT(') donc pour tout n € N*,
_ ()
"o m=1)
Montrons par récurrence que pour tout & € N, f¥)(0) € Q.
Q'(0)
0 =aq-1 € Q.
— f( ) Q(O) ad—1 Q

— Supposons que pour un certain k > 2, ) (0) € Q pour tout j € [[0, k — 1]].
La formule de Leibniz appliquée alégalité f(z)Q(z) == Q'(x) s’écrit :

QF () = (f(x Zcﬂf(J) )Q¥=7)(2), donc f*)(0) = QU+ (0 anfo) (0)Q*=9(0).

Or @ € Q[X], donc ses derlvees en 0 sont rationnelles et par hypothése de récurrence £(0), f/(0), ..., f*=1(0) €
Q, donc £*)(0) € Q et la récurrence est établie.
()

On conclut que pour tout n € N*, N,, = T n—1) €Q
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10.

11.

12.

8.b On va faire une récurrence descendante.
—aqg—1 = Q'(0) = f(0)Q(0) = —N; € Q.
— Supposons a4_1,...,a; € Q.
Pour tout ¢ € [[1,d]], A est racine de P, donc ag + a1 \; + ... + ad,l)\f’l + A4 = 0, ce qui donne en
sommant des égalitésde 1 a d :

1
dag + a1 N1+ ... + ag_1Ng_1 + Ng = 0, donc ag = —g(Nd +aq-1Ng—1+ ... + alNl) € Q.

8.c Quitte a changer le degré de P, on peut supposer que les p; sont non nuls et posons P(X) = ag +
a1 X +...+aq_1 X% 1+ X4 avec dans ce cas ay # 0, ce qui nous permet de conclure par ce qui précéde
I'équivalence demandée.

— Notons pour tout 7 € N*, N, = > ) “(a;3;)", alors N, = <Z af) > 5
i=1 j=1

i=1 j=1
n m

Les quantités > a7 et ) 37 sont des rationnels grace & la question 8, donc N, € Q.
i=1 j=1

— Notons maintenant pour r € N*, N, = > > (o + ;)" alors

i=1j5=1
n o m T n m
k kor—k k k r—k
Ne=> > > Craifi =3 Cr| ) ai || D8
i=1 j=1 k=0 k=0 i=1 =1

n m
Or les quantités » ol et Y~ 87" sont des rationnels, donc N, € Q comme somme finie de rationnels.
i=1 j=1

Troixiéme partie

La matrice M est a coefficients rationnels, donc x,, est a coefficients rationnels.
M eétant symétrique réelle, donc d’apres le théoréme spectral, les valeurs propres sont des réels.
On conclut que les valeurs propres sont totalement réelles.
11.a — X — 1 est a coefficients rationnels, dont 1 est racine réelle, donc 1 est totalement réel.
— Soit a1, 31 deux éléments totalement réels non nuls et A, B a coefficients dans Q.
Posons A = (X — a1)(X —a2)...(X —ayp) et B= (X — 1)(X — £2)...(X — Bm) oU les «;, B; € R, alors

a1 et oy + B1 sont respectivement des racines de polynémes [ [ [[(X —aig;) et [[ [[(X — i = 8;)
1=17=1 1=17=1

qui sont d’aprés la question 9, a coefficients rationnels et de racinjes toutes réelles, cej qui assure que

a1 + 51 et ay 81 sont totalement réels.

— —ay estracine de A(—X) qui est a coefficients rationnels de racines réelles, donc —«; est totalement

réel.

— Quitte a changer le degré de B, on peut supposer que les «; sont tous non nuls, alors d’aprés la

. 1 . . 1 . . - . .
question 6, - est racines du polynéme X" A (X) qui est a coefficients rationnels et de racines toutes
1

. 1 .
réelles, donc — est totalement réel.
aq
On conclut que I'ensemble des nombres totalement réels est un sous-corps de R.
11.b — Par définition un élément totalement positif est dans R.

— On prend A et B comme précédemment , alors a; + 5; > 0 et o;5; > 0, ce qui assure la stabilité par
addition et multiplication.

— les racines X" A ()1(> sont les ai > 0, ce qui assure la stabilité par inverse.
= Supposons que z est totalement réel non nul, alors il existe P = (X —x)(X — X2)...(X — ;) a coefficients
réels est les \; sont tous réels.

Considérons Q(X) = (X —22)(X —3)...(X —)2), alors pour tout r € N*, M, = (2%)"+ (A\3)"+ ...+ (\2)" =
22"+ N3+ .+ A2 = N,

Or P € Q[X], donc d’aprés la question 8.c, No,. € Q, c’est adire M, € Q et par la méme question Q € Q[X],
donc 2? est totalement positif.

< Supposons que x? est totalement positif, alors il existe P = (X — 2%)(X — \2)...(X — \,) & coefficients
rationnels est les A; sont des réels positifs.

Le polyndme Q(X) = P(X?) est a coefficients rationnels de racines +x, +-/)z, ..., v/A,, qui sont tous réels,
donc z est totalement réel.



Quatriéme partie

13. 13.a Soit X # 0.

4 2
B(X =tXSX = ZZZ‘ xit(z Zﬂ ZZIZIEJ =t (Z :z:kzk>
k=1

1=1 j=1 =1 5=1

m
— Pigy ¢ € N, p; € Zetm = ppem(qu,...,qn) 8 — = a; € N*, alors

qi qi

Posons pour i € [[1,d]], =

.
pi *, donc

€Ty =

d 2 d
1 ;. C
B(X,X)= Wt (E pkakz’“> , or R est stable par addition et multiplication, donc E prarz® € R

k=1
d d—1
et par la question 12, (Zpkakzk> est totalement positif, de plus > prarz® = mz Y zpi12* et
= k=1 k=0
d—1 2
puisque par minimalité de d, Y _ z;412" # 0, la condition (i) assure que t (Z pkakzk> > 0, C’est
k=0

adire B(X, X) > 0.

13.b S € M4(Q) par définition de ¢, donc 'endomorphisme canoniqguement associé a S est un endomor-
phisme de Q“.
Soit X € Q7 dans le noyau de S, alors B(X,X) = XSX = ‘X0 = 0, ce qui exige par la question
précédente, X = 0, donc S est inversible.

14. — La matrice S est clairement symétrique, donc B est bilinéaire symétrique.

— Soit X € R4, par densité de Q dans R, il existe (X,,),, suite de Q¢ tel que X,, — X, B étant continue,

donc B(X,, X,) — B(X, X), or B(X,,X,) > 0,donc B(X,X) > 0.

— Soit X € R non nul.

S symétrique réelle, donc d’apres le théoreme spectral, S = PDP ou P € O,(R) et D = diag(\1, ..., \a)

avec A1, ..., \q les valeurs propres réelles de S.

Sp(S) C RT, en effet si X est vecteur propre de \;, alors B(X, X) = A, X X, donc \; > 0 et vu que S est
inversible, on aura Sp(S) C R%,

donc pour tout X € R? non nul, PX # 0 par inversibilité de P, B(X, X) = ' X'PDPX = {(PX)D(PX) =

ZAi PX)? >

On conclut que B est un produit scalaire sur R.
15. 15.a On va construire cette base par récurrence en utilisant le procédé de Schmidt a partir de la base
canonique de Q¢ qu’on notera (g1, ..., £4).
—> €1 =¢€1 € @d.
— Supposons e, ..., e, construits pour un certain k € [[1,d — 1]].
k
La projection de ;1 sur Vect(eq, ..., er) est donnée par p(ex+1) = M
i=1 b
Onprend ey 1 = exy1 — plery1) € Q7 et orthogonal & vect(ey, ..., ex), ce qui achéve la récurrence.
15.b Considérons la matrice M = (B(ei,ej))lgi7jgd, alors M = diag(qi, ...,qa) avec q; = B(e;,e;) € QF,
d’'apres 13.a.
Considérons P la matrice de passage de (e1, ..., eq) a la base (g1, ...,&4), alors S =PMP.
En effet, soit X,Y € Q, on note X,,Y. les matrices de X,Y dans la base (e, ...,eq) et X.,Y. les
matrices de X,Y dans la base (¢4, ...,£4), alors d’'une part puisque X, = PX. etY, = PY,, B(X,Y) =
X MY, ='X.'"PMPY. et dautre partB(X Y)="X.SY.,donc S =*PMP
16. La matrice M est la matrice compagnon associée au polynébme Z(X), donc x = Z(X).
17. 17.a On doit montrer que ‘M S = SM.
Soit 4,5 € [[1,d]].
— Pour ¢ 75 d, (tMS)i,j = t€i+1S€j = 8i+1,j = t( i+j+1)

€; € Qd.

d d
= Pouri =d, ('"MS),; = (a0, . aa-1)Sj = Zak 15k = 3 axoat(FH) = 1) ap1 ),

— POUrj 7& d, (SM)l’J = (Si’l, ~~;57,'.,d) €j+1 = Sij+1 = t( Z+j+1).



18.

d d d
—Pourj =d, (SM)iqa=(Si1,.Sia) (ao, ...,a4—1) = Z ak—18i )k = Z ap_1t(z"F) = t(z ap_12°7F).
k=1 k=1 k=1

On conclut que :
Sii,je([l,d=1]], *MS);; = t(z"7T!) = (SM), ;.

d
Sii=dje1d=1] (‘MS)a; =Y ar-12).
k=1

d—1 d
(SM)a; = t(z47%1), or Z(2) = 0, entraine que 2% = " a2 =Y " ar_12F7", donc
k=0 k=1

d
(SM)aj =) ar—1257) = ("MS)a,.
k=1
d .
Siie[[ld=1]],j=d, (SM);a=t>_ ar12""").
k=1

d
(tMS);q=t(z"T0H1), or 2% = Zak_lzdfl, donc
k=1
d

(*MS)ia=t(>_ ar-12"*) = (SM); 4.
k=1
d

Si (i,§) = (d,d), ("MS)y 4 =t(>_ ar12""%) = (SM)g.q.
k=1

On conclut que 'tMS = SM.
17.b Un calcul simple conduit 8 RM R~! symétrique si, et seulement si, SM est symétrique.
D’apres la question 3.c, il existe n € N* et My,...,My; € S,(Q) qui commutent deux a deux tels que
Mf =q;1,.
On va s'inspirer de la matrice RM R~*.
Posons R’ = diag(M,, ..., My)diag(P, ..., P) et M' = diag(M, ..., M) des matrices a n blocs, les ¢; étant
strictement positifs, donc les M; sont inversibles.
Considérons la matrice R'M’'R'~!, alors cette matrice est semblable a M’, donc z est valeur propre,
puisque xar = (xam)"-
Elle est a coefficients rationnels, car M;, P, M € Q.
Reste a montrer qu’elle est symétrique.
En utilisant la question 15.b avec d = n et ¢; = ... = g5, On aura pour ¢ € [[1,d]], si on pose

S; = tPdiag(q;, ..., q;)P = 'P(q;I,)P € S,(Q) et R; = M; P € M, (Q), alors RiMR;1 est symétrique par la
question 17.5.

Donc R'M'R'~' = diag(RiMR; ", ..., RyMR;") est symétrique comme une matrice a blocs symétriques.



