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1. Préliminaires
1.1.

c0(f) =
1

2π

∫ 2π

0
f(t) dt = a0(f)

∀n ∈ N
∗, cn(f) =

1

2π

∫ 2π

0
f(t)e−int dt

=
1

2π

∫ 2π

0
f(t) cos(nt) dt − 1

2π

∫ 2π

0
f(t) sin(nt) dt ⇒

∀n ∈ N∗, cn(f) =
an(f) − ibn(f)

2

De même,

∀n ∈ N∗, c−n(f) =
an(f) + ibn(f)

2

1.2. L’on a ∀n ∈ N∗, |cn(f)| =

∣
∣
∣
∣

an(f) − ibn(f)

2

∣
∣
∣
∣
≤ |an(f)| + |bn(f)|

2
et

∀n ∈ N∗, |c−n(f)| =

∣
∣
∣
∣

an(f) + ibn(f)

2

∣
∣
∣
∣
≤ |an(f)| + |bn(f)|

2
. Donc,

si
∑

an(f) et
∑

bn(f) convergent absolument,
∑

cn(f) et
∑

c−n(f) sont aussi absolument convergentes.
Réciproquement,
∀n ∈ N∗, an(f) = cn(f) + c−n(f) et bn(f) = i (cn(f) − c−n(f)) ⇒

|an(f)| ≤ |cn(f)| + |c−n(f)| et |bn(f)| ≤ |cn(f)| + |c−n(f)| . Donc,
si
∑

cn(f) et
∑

c−n(f) convergent absolument,
∑

an(f) et
∑

bn(f) sont aussi absolument convergentes.

1.3. La série de Fourier de f (SF (f, x)) s’écrit :
a0(f) +

∑

n≥1

an(f) cos(nx) + bn(f) sin(nx) =

= c0(f) +
∑

n≥1

(cn(f) + c−n(f)) cos(nx) + i (cn(f) − c−n(f)) sin(nx)

= c0(f) +
∑

n≥1

cn(f) (cos(nx) + i sin(nx)) + c−n(f) (cos(nx) − i sin(nx))

D’où
∀x ∈ R, SF (f, x) = c0(f) +

∑

n≥1

cn(f)einx + c−n(f)e−inx

2. Ici Ea,0 vaut y′′ + ay = 0.
2.1. L’équation caractéristique est r2 + a = 0 (∗) . Notons ses deux solutions r1 et r2.
Comme r1 = −r2 et r1r2 = a, si Re(r1) = 0, r1r2 = −r2

1 = Im(r1)
2 ∈ R+.

Si a /∈ R+, l’on r1 = α + iβ et r2 = −(α + iβ) avec α 6= 0 et les solutions de Ea,0 sont de la
forme :

ϕ R → C

x → λe(α+iβ)x + µe−(α+iβ)x

avec λ et µ ∈ C. On a alors ϕ 2π−périodique ⇒ ϕ = 0 car si

(λ, µ) 6= (0, 0) , lim
x→+∞

|ϕ(x)| = +∞ et ϕ n’est pas 2π−périodique.

Les solutions de E0,0 sont de la forme ϕ R → C

x → λx + µ
avec λ et µ ∈ C. E0,0 admet des solutions

non nulles 2π−périodique pour λ = 0 et µ 6= 0.
Si a ∈ R+∗, posons β =

√
a. Les solutions de Ea,0 sont de la forme :
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ϕ R → C

x → λ cos(βx) + µ sin(βx)
avec λ et µ ∈ C et sont de période

2π

β
. D’où 2π est une période

de ϕ si et seulement si :

∃k ∈ N, 2π = k
2π

β
⇔ ∃k ∈ N∗, β = k

⇔ ∃k ∈ N
∗, a = k2.

En résumé :

Donc Ea,0 admet des solutions non nulles 2π − périodiques ⇔ ∃k ∈ N, a = k2.

2.2. Si a est non réel, alors soit ϕ une solution réelle non nulle de Ea,0. Alors :

∀x ∈ R, ϕ′′(x)+aϕ(x) = 0. Supposons ϕ(x0) 6= 0. On a alors
ϕ′′(x0)

ϕ(x0)
= −a; or

ϕ′′(x0)

ϕ(x0)
∈ R D’où

apparait une contradiction avec a réel.
Si a est réel, l’on sait que l’ensemble des solutions réelles de Ea,0 est un espace vectoriel de

dimension 2 qui contient donc des solutions non nulles.
Donc :

Ea,0 admet des solutions réelles non nulles ⇔ a ∈ R.

3.1. ∀n ∈ Z, cn(f ′) =
1

2π

∫ 2π

0
f ′(t)e−int dt

=
1

2π




[
f(t)e−int

]2π

0
︸ ︷︷ ︸

0

+in
∫ 2π

0
f(t)e−int dt



 (f et t → e−int sont C1 sur [0, 2π])

=
in

2π

∫ 2π

0
f(t)e−int dt.

Donc :
∀n ∈ Z, cn(f ′) = incn(f)

3.2. L’on en déduit par une récurrence simple :

∀n ∈ Z, ∀k ∈ N, cn(f (k)) = (in)k cn(f)

3.3. ∀n ∈ N∗, |cn(f)| =

∣
∣
∣
∣

1

2π

∫ 2π

0
f(t)e−int dt

∣
∣
∣
∣

=

∣
∣
∣
∣
∣

1

2π

([

f(t)
e−int

−in

]2π

0

−
∫ 2π

0
f ′(t)

e−int

−in
dt

)∣
∣
∣
∣
∣

(intégrations par parties)

≤ 1

2π

(∣
∣
∣
∣

f(2π) − f(0)

n

∣
∣
∣
∣
+

1

n

∫ 2π

0
|f ′(t)| dt

)

ce qui montre que lim
n→+∞

cn(f) = 0. De même lim
n→+∞

c−n(f) = 0.

D’où ∀n ∈ Z, ∀k ∈ N, cn(f
(k)) = (in)k cn(f)

⇒ ∀n ∈ N∗,







cn(f) =
1

(in)k
cn(f (k))

c−n(f) =
1

(−in)k
c−n(f

(k))

⇒ ∀n ∈ N∗,







|cn(f)| =
1

nk

∣
∣cn(f

(k))
∣
∣

|c−n(f)| =
1

nk

∣
∣c−n(f (k))

∣
∣

. Comme lim
n→+∞

cn(f
(k)) = 0 et lim

n→+∞
c−n(f (k)) = 0, on

a :
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|cn(f)| et |c−n(f)| sont négligeables devant
1

nk
quand n tend vers +∞.

3.4. f étant C∞ sur R, l’on a pour k fixé dans N,
∣
∣cn(f

(k))
∣
∣ et

∣
∣c−n(f

(k))
∣
∣ sont négligeables

devant
1

n2
quand n tend vers +∞ comme pour les cn(f) et c−n(f).

L’on a en outre :
∀n ∈ N∗, ∀x ∈ R,

∣
∣
(
cn(f

(k))einx + c−n(f (k))e−inx
)∣
∣ ≤

∣
∣cn(f (k))

∣
∣+
∣
∣c−n(f (k))

∣
∣ .

Comme les deux séries
∑∣
∣cn(f

(k))
∣
∣ et

∑∣
∣c−n(f (k))

∣
∣ sont convergentes, pour tout x ∈ R,

la série c0(f
(k)) +

∑

n≥1

(
cn(f (k))einx + c−n(f (k))e−inx

)
est absolument convergente.

Si l’on dérive terme à terme le développement de f (k), on obtient la série :
∑

n≥1

(
incn(f

(k))einx − inc−n(f (k))e−inx
)

=
∑

n≥1

(
cn(f (k+1))einx + c−n(f (k+1))e−inx

)
.

En outre la formule ∀n ∈ Z, ∀k ∈ N, cn(f (k)) = (in)k cn(f) montre que ∀k ∈ N∗, c0(f
(k)) = 0.

D’où :
Donc, en dérivant terme à terme la série de Fourier de f (k),

on a obtenu la série de fourier de f (k+1).

4.1. Par définition une solution ϕ de Ea,b est 2 fois dérivable sur R.
Supposons ϕ k fois dérivable (k ≥ 2) (hypothèse de récurrence) et montrons ϕ k+1 fois dérivable.
L’on a ϕ′′ = − (a + be2ix) ϕ. Or x → (a + be2ix) est C∞ sur R et ϕ est k fois dérivable sur R :

donc ϕ′′ est k fois dérivable sur R, ce qui prouve que ϕ est k + 2 fois, donc k + 1 fois dérivable sur
R.

Donc ϕ est indéfiniment dérivable.

4.2. Une solution réelle ϕ de Ea,b, 2π−périodique, est C∞ sur R. Ses dérivées sont donc elles
aussi C∞ et 2π−périodiques. Comme ϕ et ses dérivées sont 2π−périodiques, continues et C 1 par
morceaux, elles sont développables en série de Fourier (théorème de Jordan-Dirichlet), c’est à dire :

∀x ∈ R, ∀k ∈ N, ϕ(k)(x) = c0(ϕ
(k)) +

+∞∑

n=1

(
cn(ϕ(k))einx + c−n(ϕ(k))e−inx

)

4.3. g est alors continue et 2π−périodique.

∀n ∈ Z, cn(g) =
1

2π

∫ 2π

0
(a + be2it)f(t)e−intdt

=
a

2π

∫ 2π

0
f(t)e−intdt +

b

2π

∫ 2π

0
f(t)ei(2−n)tdt

Donc ∀n ∈ Z, cn(g) = acn(f) + bcn−2(f)

4.4. Soit f solution de Ea,b, 2π−périodique.
On a alors f ′′ + (a + be2ix)f = 0, ce qui prouve :
∀n ∈ Z, cn(f

′′) + cn(g) = 0, en posant g : x → (a + be2ix)f(x).
D’où ∀n ∈ Z, (in)2 cn(f) + acn(f) + bcn−2(f) = 0 ⇔

∀n ∈ Z, (n2 − a)cn(f) = bcn−2(f)

5.1. D’après la question 4.4., ∀n ∈ Z, n2cn(f) = bcn−2(f). d’où :

∀p ∈ Z, c2p+1(f) =
b

(2p + 1)2 c2p−1(f)
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Supposons c1(f) = 0 :

∀p ∈ N∗, c2p+1(f) =
b

(2p + 1)2 c2p−1(f) = ... =
bp

(2p + 1)2 ...32
c1(f) (récurrence simple)

D’où c2p+1(f) = 0. De même :

∀p ∈ N∗, c−2p+1(f) =
(−2p + 1)2

b
c−2p+3(f) = ... =

(−2p + 1)2 ...12

bp
c1(f) (récurrence simple)

D’où c−2p+1(f) = 0.

On a montré : ∀p ∈ Z, c2p+1(f) = 0.

Supposons c1(f) 6= 0.

Alors ∀p ∈ N∗, c−2p+1(f) =
(−2p + 1)2

b
c−2p+3(f)

= ...

=
(−2p + 1)2 ...12

bp
c1(f) et lim

p→+∞
|c−2p+1(f)| = +∞.

Donc
∑

p∈N

c−2p+1(f) diverge et n’est donc pas absolument convergente.

5.2. D’après la question 4.4., ∀n ∈ Z, n2cn(f) = bcn−2(f). d’où pour n = 0, on obtient, comme
b 6= 0, c−2(f) = 0.

Supposons c−2p(f) = 0 avec p ∈ N∗ fixé (hypothèse de récurrence).
On a alors (−2p)2c−2p(f) = b.c−2(p+1)(f). Comme b 6= 0, on déduit c−2(p+1)(f) = 0.

D’où ∀p ∈ N∗, c−2p(f) = 0

5.3. En substituant 2p à n dans la relation démontrée en 4.4., on obtient :

∀p ∈ N∗, c2p(f) =
b

4p2
c2p−2(f)

6.1. Si b = 0, pour tout n ∈ N, γn = 0 et
∑

n∈N

γnz
n a pour rayon de convergence +∞.

Si b 6= 0, ∀n ∈ N,

∣
∣
∣
∣

γn+1

γn

∣
∣
∣
∣
=

|b|
4 (n + 1)2 qui tend vers 0 quand n tend vers +∞. Donc là encore :

∑

n∈N

γnzn a pour rayon de convergence +∞.

6.2. Pour z = 1, la série précédente converge, d’où
∑

n∈N

γn converge.

L’on sait que ∀z ∈ C, la série
∑

n∈N

γnzn est absolument convergente. donc en substituant e2ix à

z, on obtient :
∀x ∈ R,

∑

n∈N

γne2inx est absolument convergente.

6.3. ∀x ∈ R, ϕ(x) =
+∞∑

n=0

γne
2inx.

En admettant que ϕ est C2 sur R et que ∀x ∈ R, ϕ′′(x) =
+∞∑

n=0

(2in)2γne
2inx, on obtient :

∀x ∈ R, ϕ′′(x) + be2ixϕ(x) = −
+∞∑

n=0

4n2γne2inx + be2ix
+∞∑

n=0

γne
2inx

= −
+∞∑

n=0

4n2γne2inx + b
+∞∑

n=0

γne2i(n+1)x

= −
+∞∑

n=0

4n2γne2inx + b
+∞∑

n=1

γn−1e
2inx (translation d’indice)

=
+∞∑

n=1

(−4n2γn + bγn−1)e
2inx

= 0 (par définition des γn)
Donc ϕ est solution de E0,b. ϕ est 2π−périodique (les x → e2inx le sont). En outre :
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→ si b = 0, ∀x ∈ R, ϕ(x) = γ0 = 1 et ϕ 6= 0.
→ si b 6= 0, je ne vois autre chose qu’utiliser le fait (hors-programme) que si

∑

n∈N

γn est absolument

convergente, l’identité ∀x ∈ R, ϕ(x) =
+∞∑

n=0

γne
2inx représente le développement en série de Fourier

de ϕ. Dans ce cas, ϕ = 0 ⇒ ∀n ∈ N, γn = 0. Comme γ0 6= 0, ϕ 6= 0.
On a montré que ϕ est une solution non nulle, 2π−périodique, de E0,b.

7.En MAPLE :

Calcul des coefficients γn

> gam := proc(n) local g;
> if n = 0 then g := 1 else g := 1/4*b*gam(n - 1)/nˆ2 fi;
> RETURN(g);
>end;
Calcul du plus petit entier n ≥ 0 tel que |γn| ≤ 10−n;
> nmin:=proc(m) local i;
> i:=0;
> while abs(gam(i))>10ˆ(-m) do i:=i+1 od;
> RETURN(i);
> end;

Calcul d’une somme partielle Sn(x) =
n∑

k=0

γke
2ikx

> S:=proc(x,n) local s,k;
> s:=gam(0);
> for k from 1 to n do s:=s+gam(k)*exp(2*I*k*x) od;
> RETURN(s);
> end;
Évaluation de Sn(x) pour b = I, m = 5 et x = 1
> b:=I;
> n=nmin(5);
> ‘S(1,n)‘=evalf(S(1,nmin(5)));

b := I;
n = 4;

S(1, n) = .7827665641 − .9262170121e − 1 ∗ I
∞∞∞∞∞∞∞∞∞∞∞∞∞∞∞
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