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1. Préliminaires
1.1. I
eo(f) = 5= Jo " () dt = ao(f)
yis
Vn € N, en(f) = — [27 f(t)eint dt
9 n 27'('

= % f027r f(t) cos(nt) dt — % f027r f(t)sin(nt) dt =

an(f) = 1bn(f)
2

Vn e N* ¢,(f) =

De meéme,

an(f) + 1bn(f)
2

Vn e N*, c_,(f) =

an(f) = iba(f)| _ lan()] + [bu(f)]

2 - 2

. an(f) +iba(f)| _ lan(F)] + [bu(f)]
Vn e N*, |c_,.(f)] = 5 < 5
si > an(f) et D b,(f) convergent absolument,
Y en(f) et > c_n(f) sont aussi absolument convergentes.
Réciproquement,
Vn € N, an(f) = cul(f) + cn(f) et bu(f) = i (cnlf) — c=n(f)) =

|an(F)] < len(NI + len(H)] et on( )] < lea(f)] + [e-n(f)] - Donc,

si > en(f) et D) c_pn(f) convergent absolument,
> an(f) et > b,(f) sont aussi absolument convergentes.

1.3. La série de Fourier de f (Sp(f,z)) s’écrit :
ao(f) + > an(f)cos(nz) + b, (f) sin(nz) =

= = co() + T (ealF) + cal ) cos(ne) + i (en(f) = c_o(f)) sin(na)

n>1

=co(f) + r; cn(f) (cos(nx) + isin(nx)) + c_n(f) (cos(nz) — isin(nx))

1.2. L'on a Vn € N*, |c,(f)| = et

. Donc,

D’ou

Ve € R, Sp(f,x) = co(f) + 2 ealf)e™ +con(f)e™™

n>1

2. Ici Eqp vaut y” + ay = 0.

2.1. L’équation caractéristique est 72 +a = 0 (%) . Notons ses deux solutions 7, et 5.

Comme 71 = —ry et 7179 = a, si Re(r1) =0, riry = —r} = Im(r)? € R,

Sia¢ RY, Ponr =a+ifetrs=—(a+if) avec a # 0 et les solutions de F,( sont de la
forme :

v R—=C avec X et ;€ C. On a alors ¢ 2r—périodique = ¢ = 0 car si
x — Ntz 4 je(atiB)z

(A, 1) #(0,0), mEToo lp()| = 400 et ¢ n’est pas 2w —périodique.

Les solutions de Ey sont de la forme ¢ R — C avec \ et u € C. Ey o admet des solutions

T = AT+ |

non nulles 2 —périodique pour A = 0 et p # 0.

Si a € R™, posons = /a. Les solutions de E, sont de la forme :
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v R—=C avec A et € C et sont de perlode . D’ou 27 est une période
x — Acos(fBx) + psin(fz) B
de ¢ si et seulement si :

2
erN,Zw:k%@erN*,ﬁ:k
& Jk e N*, a =k

En résumé :

Donc E,, admet des solutions non nulles 2 — périodiques < Jdk € N, a = k2.

2.2. Si a est non réel, alors soit ¢ une solution réelle non nulle de E, (. Alors :
/! 1
¢(zo) ¢(zo)

Vr e R, ¢"(z)+ap(x) = 0. Supposons () # 0. On a alors

apparait une contradiction avec a réel.

Si a est réel, 'on sait que ’ensemble des solutions réelles de E,o est un espace vectoriel de
dimension 2 qui contient donc des solutions non nulles.

Donc :

E,, admet des solutions réelles non nulles < a € R.

1 on A
31 Yn€Z en(f) = 5= (et dt
T

1 A A
= — t)e " 2 e dt | (fett— e ™ sont C'sur [0,27
2m _\,._0/
» 0
mneor —in
= % 0 f(t)e t dt.

Donc :

[Vn €7, Cn(f/) - chn(f)|

3.2. ’on en déduit par une récurrence simple :

Vn e Z, Vk e N, co(f®) = (in)" cu(f)

1 on A
33. Vn €N, |en(f)] = |5 2T f(t)eint dt'

-
%([f(t)e_fmr f2”f' dt)

(intégrations par parties)
—in |, —m

i f(271') - f(O) 27T |f/ | dt)

~ 2m n
ce qui montre que 1151_1 cn(f) = 0. De méme lim c_,(f) =

n—-+oo
Dol Vn € Z, Vk € N, ¢, (f®)) = (in)* ¢, (f)
(

en(f) = —ea(f)
= Vn e N*, (m)l
cn(f) = (_m>k0—n(f(k))

[en(f )|— k}cn () " 5
= Vn € N¥, .Comme lim ¢,(f®)=0et lim c_,(f®) =0, on
|C_ }C_ f(k } n—-4o0o n—-4o0o

\
;
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1
len(f)] et |e—n(f)| sont négligeables devant —- quand n tend vers +oo.
n.

3.4. f étant C* sur R, I'on a pour k fixé dans N, }cn(f(k))} et }c_n(f(’“))} sont négligeables

1
devant — quand n tend vers +00 comme pour les ¢, (f) et c_,(f).

L’on a en outre :
vn e N*, Vo € R, |(cu(f®)e™ + e (f®)e™ ™) | < |en(F®)| + |eon(fP)].
Comme les deux séries Y- e, (f*))] et 3 [e_,(f*))] sont convergentes, pour tout = € R,
la série co(f®) + 3 (ca(f®)e™ + c_,, (f®)e~™) est absolument convergente.
n>1

Si I’on dérive terme & terme le développement de f*), on obtient la série :

Z (,lncn<f(k)>eznm _ ,l’nc_n<f(k)>e—inm) — Z (Cn<f(k+1)>einm + C_n(f(k—i—l))e—inm) )

n>1 n>1
En outre la formule Vn € Z, Yk € N, ¢,(f®)) = (in)" ¢,(f) montre que Vk € N*, ¢o(f®) = 0.
D’ou :

Donc, en dérivant terme a terme la série de Fourier de f®*,

on a obtenu la série de fourier de f(*+1.

4.1. Par définition une solution ¢ de E,; est 2 fois dérivable sur R.

Supposons ¢ k fois dérivable (k > 2) (hypothese de récurrence) et montrons ¢ k41 fois dérivable.

L'on a ¢" = — (a+ be*™) p. Or z — (a + be*™) est C™ sur R et ¢ est k fois dérivable sur R :
donc " est k fois dérivable sur R, ce qui prouve que ¢ est k 4 2 fois, donc k + 1 fois dérivable sur
R.

Donc ¢ est indéfiniment dérivable.

4.2. Une solution réelle ¢ de E,;, 2r—périodique, est C* sur R. Ses dérivées sont donc elles
aussi C*® et 2r—périodiques. Comme ¢ et ses dérivées sont 2m—périodiques, continues et C'! par
morceaux, elles sont développables en série de Fourier (théoréme de Jordan-Dirichlet), c’est a dire :

= ‘ ‘
vz € R, Vk € N, o) () = co(p®™) + 30 (calp™)e™ + c_p(p®)e™"*)
n=1

4.3. g est alors continue et 2w —périodique.
1 ox A A
Vn € Z, cu(9) = 5 2T+ be®) f(t)e " dt
m
a 27 —in b 27 i(2—n
=5-Jo f(t)e ™mtdt + 5 Jo f()elC—tqt
Donc V1 € Z, cu(g) = acy([f) + ben—2(f))

4.4. Soit f solution de E,;, 2m—périodique.

On a alors f” + (a + be?™) f = 0, ce qui prouve :

Vn € Z, co(f") + ca(g) = 0, en posant g : x — (a + be?®) f(x).
Dot Vi € Z, (in)? cu(f) + aca(f) + ben_a(f) = 0 <

Vn € Z, (n* = a)en(f) = bena(f))

5.1. D’apres la question 4.4., Vn € Z, n%c,(f) = be,_o(f). d'ou :

Vp € Z, Cgp+1(f) = ﬁCQP_l(f>
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Supposons ¢;(f) =0

bP
Vp e N* ¢ = —————Cop_ =.=——¢ récurrence simple
p op+1(f) (2p_+_1>2 op—1(f) (2p-+—1)2.u32 1(f) ( ple)
D’ou ¢op+1(f) = 0. De méme :
—2p+ 1) —2p+1)*...12
Vp e N* c_9p11(f) = wc_g s(f)=..= (=2p+1) c1(f) (récurrence simple
P P

bp
D’ou C_2p+1(f) =0.

On a montré : [P € Z, c2p11(f) =0
Supposons ¢ (f) # 0.

—2p+1)°
Alors Vp € N*, c_o,41(f) = %C—mﬁs(f)
C(Cop 1)l

= o ci(f) et lim espis (f)] = +oo.

Donc > c_gp+1(f) diverge et n’est donc pas absolument convergente.
peN

5.2. D’apres la question 4.4., Vn € Z, n?c,(f) = bcn,_2(f). d’ott pour n = 0, on obtient, comme

b 7é 0, C—2<f> = 0.
Supposons c_g,(f) = 0 avec p € N* fixé (hypothese de récurrence).
On a alors (—2p)?c_op(f) = b.c_opt1)(f). Comme b # 0, on déduit c_sp41)(f) = 0.

Dot VP € N¥, ¢ 9, (f) =0

5.3. En substituant 2p a n dans la relation démontrée en 4.4.; on obtient :

b
Vp € N*7 CQP(f) = 4—202p_2(f)
P
6.1. Si b= 0, pour tout n € N, v, =0 et > ~,2" a pour rayon de convergence +00.
neN
b
Sib#0, Vn € N, Tntt| _ I 1o 1>2 qui tend vers 0 quand n tend vers +o00. Donc la encore :
n n+
> 4,2™ a pour rayon de convergence +o0.
neN
6.2. Pour z = 1, la série précédente converge, d’ou > ~,, converge.
neN
L’on sait que Vz € C, la série Y v,,2" est absolument convergente. donc en substituant e?® &
neN
z, on obtient :
Vo € R, Y v,e*"® est absolument convergente.
neN
+00 .
6.3. Vx € R, p(z) = > 7,e*".
n=0
+00 .
En admettant que ¢ est C? sur R et que Vz € R, ¢”(x) = > (2in)*y,,e*"*, on obtient :
n=0

A +oo A oo A
Vo € R, QO”(.T) + beszQO(.T) — Z 4n2,yn€22naz + b€2m Z ,Yn€22nar
n=0 n=0
+00 ) +00 )
- _ Z 4n2,yn€22naz +b Z ,Yn€22(n+1)ar
n=0 n=0

+o0 . +o0 .
= — > 4n?y,e¥ + b Y v, _1€*™ (translation d’indice)
n=0 n=1

+o0

= 3 (= 40Py, + by, _y)e*
n=1
= 0 (par définition des ~,)

Donc ¢ est solution de Fyy. ¢ est 2r—périodique (les z — €2 le sont). En outre :
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—sib=0,Vr eR, p(z)=7v,=1et ¢ #0.
— si b # 0, je ne vois autre chose qu’utiliser le fait (hors-programme) que si » | v,, est absolument
neN

+o0 .
convergente, I'identité Vo € R, p(x) = > 7,e*" représente le développement en série de Fourier

n=0
de ¢. Dans ce cas, ¢ =0 = Vn € N, 7, = 0. Comme 7, # 0, ¢ # 0.
On a montré que ¢ est une solution non nulle, 2r—périodique, de Ep .

7.En MAPLE :

Calcul des coeflicients ,,

> gam := proc(n) local g;

> if n = 0 then g := 1 else g := 1/4*b*gam(n - 1)/n"2 fi;
> RETURN(g);

>end;

Calcul du plus petit entier n > 0 tel que |7, | < 107;
> nmin:=proc(m) local i;

> 1:=0);

> while abs(gam(i))>10"(-m) do i:=i+1 od;

~ RETURN(});

> end;

Calcul d'une somme partielle S, (z) = > v,e2**
k=0

> S:=proc(x,n) local sk;

> s:=gam(0);

> for k from 1 to n do s:=s+gam(k)*exp(2*I*k*x) od;

> RETURN(s);

> end;

Evaluation de S,(z) pour b=1I, m=5et z =1

> b:=I;

> n=nmin(5);

> ‘S(1,n)‘=evalf(S(1,nmin(5)));

b:=1I;
n=4;
S(1,n) = .7827665641 — .9262170121e — 1 % [
elo'eleele’ele'sle'sle'elosloelo'elo'ele’eleeleele'e)
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