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MATHEMATIQUES I M

(4 pages dactylographiées)

péfinitions et notations ] .
Dans ce probléme, n est un entier strictement positif, G désigne le R-

espace vectoriel des applications continues de {0,1] Adans .RA' En le sous-
espace formé des éléments y de §qui sont de classe Cn et vérifient :

y (0) = y'(0) = ... = y{r=1)(0) = 0.

On notera ¥° (resp : Bn’) 1'ensemble des éléments de B (resp: de E,) autres

que la fonction nulle.

On muniz §, ez donc aussi Ep, du produit scalaire défini par

(flg) = )r f(t)glt)dt ; la norme de f pour ce produit scalaire sera notée
negy.,  °

1

Pour simplifier les écritures, on pourra abréger J’

1
f(t)at en)’ f lorsque
0 0

cette notation ne créera pas d‘ambigulté.

But du probléme
Un entler strictement positif n étant fixé, on se propose d'établir
]'existence d'une plus petite constante positive Ap telle que, pour tout Y€ Ep

(ylytny £ ag (y(n)|y(n))
e: d'établir quelques résultats relatifs & la valeur de Ap.

NB : Les parzies II et III sont indépendantes et peuvent é&tre traitées en

admettant les résultats de la partie I.
Premiére partie
I.1. So1t £ € & ; établir qu'il existe un élément g unique de E tel que

g(n’- f et montrer que, pour tout x & [(0,1]

x 1
gix) = ‘f. (x-21""" f(viae
0 Tn-1 7!

On pose alcrs g = Tp(f), ce qui définit une application Tn de & dans e ,
manifes-emen: linéaire (inutile de le justifier); la notation Tp(f)! pourra
étre abrégée er Tpf lorsqu’il n'y aura pas risque de confusion.

I.2.a) Etaplir que Im Tp = Ep et trouver Ker Tp.
b) Montrer que T, est continue (pour la norme définie dans le préambule)

e donner une majoration de la norme de Tp; on rappelle que cette norme
est

- N(Tpf)
NCn) - sup T

-2~

I.3.a) Montrer que la quantité Ap définie dans le préambule existe, qu'elle

est égale & (£ 7a) 1 rée !
ale sup —— et ‘ell j
oo (flf) et qu'elle est majo Par =¥,
b) A l'aide d'un &lément f de B ° trés simple, établir que An>/-(-1—”
n+1)t

I.4. A tout £€ ¥ on associe la fonction Un(f), notée aussi U f, définie par:
n

(n=1)!
a) Etablir que Upf est de classe CP et donner sa dérivée n- iéme.

1
{t-x)n=1
(U_£) (x) .f =X f(t)dt pour tout x€ (0,1].
X

b) Un(f) est donc un élément de '@, et 1'on a ainsi défini une application
Un de B dans © » visiblement linéaire (inutile de le justifier).

Montrer que Un est continue,
c) Etablir que, pour tout couple (f,g) d'éléments de € :
U tlg) = (fl‘rng)
I.5. Soit S 1'endomorphisme de 1'espace vectoriel & défini par Sp = % {Tn+Un)
a) Etablir que, pour tout f€ € et tout x € {0,1)
1 n-1
1 -
(Snf) (x) = ] f -’—’(‘n—f!-)T f(t)dt, ol Snf désigne l'image de
f par s, 0
b) Donner la dérivée n- iéme de Sp(f).
¢) Comparer, f et g étant dans G, (Sn£|g) et (f|s g).
n

ttls_£)
d) Etablir : A, = sup n

fee’  «(ln

Deuxiéme partie : étude du cas ol n est impair

I1.1. Etablir, pour t?ut y € 51 , 1-11n¢ga11te
1
' 2
_ﬂ yysgyj; y
Pour quels y de E,' les deux membres sont-ils égaux?

Quelle est la valeur de A1?

II1.2. Dans cette q\:lestion et la suivante, n est un entier impair au moins égal
4 3. Pour tout entier naturel k, on note XK l'application de [0,1) dans R qui

4 x associe xK. On désigne par P, e sous-espace vectoriel de & engendré par

1= x%, x, x2, ... x°!

a) Etabl::.r_que If“ Sn' C Pn. On précisera (sous forme d'intégrales) les
coefficients Gu développement de (Spf)(x) selon les puissances de x.

) 4
b) Etablir que Ker S, est 1‘orthogonal P, de Pp dans € .
c) Etablir que g - PnQFn‘L .
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I1.3. Soit on l'application de P, dans P, qui & f associe Spf.
a) o, est-elle un automorphisme?
b) Comparer Im S, et Pp.

€) o, est-elle diagonalisable ? Comparer les valeurs propres de Cp et
celles de S,.

a) Soit un la plus grande valeur propre de o, -
Montrer que, pour tout g € P (glon g) é o (gla).
Pour quels g a-t-on l'égalité ? Quel est le signe de o ?

~—

e) En déduire, & l‘'aide de I1I.2.c, que An = a , qu'il existe dans E, au

moins un polynéme non nul y tel que (yly(")) = Ap (y(")ly(n)) et que
tout élément de E, vérifiant cette égalité est un polyndme.

II1.4. On suppose, dans cette seule question, que n = 3. On admettra, ce qui

est d'ailleurs immédiat, que 1, X - ;, (X - 17)2 constituent une base de P3.

Donner la matrice de 63 dans cette base; on mettra cette matrice sous la forme

1 .
i M, les coefficients de M étant tous des entiers relatifs & 1l'exception

d'un seul. Déterminer A, et les éléments y de 53 tels que (yly" ) = A3 (ym |y'” ).

3

Troisidme partie : étude du cas n = 2

III.1. Montrer Que Im S; est l'ensemble des éléments h de B qui sont de
classe C2 et vérifient de plus

h(0) + h{1) = - h'(0) = h'(1),

Déterminer Ker S,.

III.2.a) Soit X un réel strictement positif; on suppose qu'il existe f dans
€° tel gue S,(f) = Af. Etablir :

AMfr = f 3 f € ImSy.
. 1
Ep déduire que ——w est racine de l'éguation x th x = 1.

2¥)

b) Montrer que l'équation x th x = 1 a une seule racine positive a et
. 1
donner une valeur approchée & 0,01 prés de -"—2 .
a
c) Etablir que 1_2 est l'unique valeur propre strictement positive de
4a
s2 et donner les vecteurs propres correspondants {(on les mettra sous

la forme x ppu ch (vx + p)).

III.3. On donne @ > o, avec @ ¢ 2a; soit Qeﬁ' .

a) Montrer qu'il existe dans Ez un élément ¢ et un seul tel que
¢ - w2 ¢ = ¢ et justifier la formule

x
O(x)-l.f sh (e(x - t)) ¢ (t) at
® Jo
pour tout x € [0,1]. Donner une expression analogue pour ¢'(x).

b) Etablir l'existence d‘'une constante Ku ne dépendant que de w,
telle que, pour tout x & (0,1} : -

|¢(mL4:%.nu) et |¢(xﬂ4)%.uuh

¢) Etablir qu’'il existe un &lément unique z de Im s2 tel que

2" - w2 z = 9. On montrera que z peut &tre mis sous la forme
z(x) = ¢{x) + A ch ox + B sh wx
et 1'on donnera un systéme d'équations déterminant A et B

d) Montrer qu'il existe deux constantes L” et M”, ne dépendant que
de w (ne pas chercher & les expliciter), telles que :
h(xﬂsgxbnu)

- In 9] M, N(e)

- pour tout x & [0,1],

I11.4. On donne encore ¥ > ©, avec @ » 2a; soit I 1l'application identigue de =4
dans & . Déduire de ce qui précéde les résultats suivants :

2

a) I - w s_ est un automorphisme de & .

2
b) L'automorphisme (I - w? s )-1 est continu.

2

IXI.5. On suppose ici que A) 2 -1, et 1'on pose A_I - S, = H,
4a2 2 2
a) f désignant un é&élément de & , que dire du signe de (fIH £)?

b) Montrer que l'application ! est continue; on désignera sa norme
par B.

c) Soit gee. En utilisant g - .15 H-1(g), établir 1'inégalité
1
(glHg) >/~B- (glg).

d

—

Déduire de ce qui précéde une contradiction. Quelle conclusion en
tirer?

II1.6. Soit u € €° tel que (u!s2 w) = A (uju).

2
En utilisant v + pu, ol vE € et pE& R sont guelconques, établir que H{(u) = 0.

En déduire les fonctions y € Ez telles que

(yly") = &, ty*]ym
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