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Mfinitions et notations 
Dans ce oroblëme, n est un entier strictement positif, designe le R- 

espace vectoriel des applications continues de [0,11 dans R, En le SOUS- 
espace :O& Ùes Blements y de equi sont de classe Cn et vBrifient : 

y ( O )  = Y'(0) - ... I y("-1)(0) = o. 

on notera 2' (resp : E,,*) l'ensemble des Blements de (resp: de En) autres 
que la fonczion nulle. 

on munit e .  e: donc aussi En, du produit scalaire defini par 

(€19) = '' f(t)g(t)dt ; la nonne de f pour ce produit scalaire sera notee 

N f f ) .  

Pour simplifier les icritures, on pourra abreger & f(t)dt en 
cette notation ne creera pas d'ambiguLtb. 

But du probliLe 
Un entier strictement positif n Btant fixe, on se propose d'etablir 

l'existence d'une plus petite constante positive An telle que, pour t o u t  y€ En 

JO 

1 1 
f lorsque 

(yIy(n)) 4 A,, (y(n)ly(n)) 

ec d'etablxr quelques resirltats relatifs 

KB : Les DarTies II et III sont independantes et peuvent etre traitees en 
admettant '.CS dsultats de la partie 1. 

la valeur de An. 

Preniëm mrtie 

ï . 1 .  Soit f E 
q("- f et montrer que, pour tout x E [0.11 : 

: etablir qu'r? existe un element g unique de En tel que 

g i x )  = ix (x-t' f(t)dt n-' 
(n-i ! ! 

On pose alcrs q = Tn(f), ce oui definit une application Tn de r5) dans , 
manifes:emer: ::n&arre (inutile de le )ustifier); la notation Tn(f: pourra 
ërre abr+ee er. Tnf iorsqrr'il n'y aurc pas risque de confusion. 

I.2.a) Etaol-r que Im Tn = Sn et t r3cver  Ker Tn. 

b) !4o:trer que Tn est continue (pour la norme definie dans le prBambule) 
e: do-zer une mayoration de la norme de Tn; on rappelle que cette norme 
es r 

I.3.a) Uontrer que la quantitb An definie dans le pr6mnbule existe, qu'elle 

(flTnf) 1 est @ale a sup - et qu'elle eet major& par - ff e* ( f l f )  n- 1 

b) A l'aide d'un e l h n t  f de e* t d s  simple, Btablir que A 
n, 0 1  

1.4- A tout f € e o n  associe la fonction U (f), notBe aus6i U f, deftnie par: 

a) Etablir que Unf est de classe cn et donner sa derivke n- i h .  

b) U (f) est donc un €lement dee, et'l'on a ainsi defini une application 

Un de 8 dans 'E: , visiblement lineaire (inutile de le justifier). 
Montrer que U est continue. 

c) Etablir que, pour tout couple (f,g) d'6lbnta de 8 : 

1.5- Soit Sn 1 'endomorphisme de 1 'espace vectoriel 8 defini par Sn - 7 1 (Tn4n) 

a) Etablir que, pour tout f € e  et tout X E  [0,11 

b) Donner la dBrivee n- ieme de Sn(f). 

c) Comparer, f et g &tant dans e ,  (Snflg) et (flSng). 
d) Etablir : A, I SUD - (f lSnf) 

DewcieP partie : Btude du cas où n est impair 

11.1. Etablir, pour tout y € El, l'i&galite 
- 1  -1 

Pour quels Y de E 

Quelle est la valeur de A ? 

11.2. Dans cette question et la suivante, n est un entier impair au moins Bgal 
A 3. Pour tout entier naturel k, on note Xk l'application de [0,11 dans R qui 
a x associe xk. on designe Par Pn le sous-espace vectoriel de e engendre par 

les deux membres sont-ils egaux? 1 

1 

1 (=  x O 1,  x ,  x*, ... xn-l. 

a) Etablir que Im Sn c Pn. On precisera (sous fonne d'interales) les 
coefficlents au développement de (Snf)(x) selon les puissances de x. 

b) Etablir que Ker Sn est l'orthogonal Pn 
A 

de Pn dans 8. 
c) Etabllr que e = P~OF,, l. . 
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111.3. On donne w > O ,  avec w ; 2a; aoit rE@ . 
a) Montrer qu'il existe dans E2 un Clhent + et un seul tel que 

+- - te2 4 = 9 et justifier la forule 

4 ( x )  = 1 sh ( d x  - t)) 9 (t) dt LX 
pour tout x E [0 ,11 .  Donner une exprcasion analogue pour +*(XI. 

b) Etablir l'existence d'une constante K ne dependant que de m, 
(D telle que, pour tout x E [ o , l l  : 

11.3. Soit on l'application de Pn dans Pn qui A f associe Snf. 

a) an est-elle un automorphisme? 

b) Comparer Im Sn et Pn. 

c) an est-elle diagonalisable 7 Comparer les valeurs propres de an et 
celles de Sn. 

d) Soit la plus grande valeur propre de an. 

Montrer que, pour tout g E Pn, (910, g) 4 an (919 ) .  

Pour quels g a-t-on l'&galit& 1 Quel est le signe de a 7 

e) En deduire, A l'aide de II.2.c, que An - a , qu'il existe dans En au 
moins un p o l y n h  non nul y tel que (yIy(n)) = A,, (y(n)Jy(n)) et que 

tout &lement de E,, verffiant cette egalite est un polynbme. 

11.4. On suppose, dans cette seule question, que n = 3. On admettra, ce qui 
1 1 2  

3' 
est d'ailleurs imnediat, que 1 ,  X - 2, ( X  - 
Donner la matrice de 0 dans cette base: on mettra cette matrice sous la f o m  

aB M, les coefficients de M &tant tous des entiers relatifs B l'exception 

constituent une base de P 

3 1 

c) Etablir qu'il existe un Clhant unique t de Im S2 tsl que 
t -  - W 2  z = 9 .  ~n montrera que t peut &tre mis sous la forme 

z(x) - 4(x) + A ch ex + B ah c m ~  

et l'on donnera un systeme d'6quations deteminant A et B 

d) Montrer qu'il existe deux constantes L 

de O) (ne pas chercher a les expliciter), telles que : 

et U , ne dependant que 
U P  

- pour tout x E [0,11, Iz (XII,( L, N(9) 

d'un seul. Determiner A3 et les elBrnent6 y de E3 tels que (yIym 1 L Aj (y' Iy" ). - ( N  (t"'l4 Mm N(9) 

Troiaibe partie : etude du cas n = 2 

111.1. Montrer que Im Si est l'ensemble des elements h de qui sont de 
classe C 2  et verifient de plus 

h(0) + h ( l )  = - h ' ( 0 )  = h ' ( 1 ) .  

Determiner Ker S2. 

III.2.a) Soit X un reel strictement positif; on suppose qu'il existe f dans 
e' ce1 que S2(f) = Af. Etablir : 

Af" = f ; f E Im S2. 
1 En deduire que - est racine de l'ëquation x th x = 1 .  

2dA 
b) Montrer que l'equation x th x = 1 a une seule racine positive a et 

1 donner une valeur approchee A 0,Ol prës de - . 
4a2 

111.4. On donne encore (D > O ,  avec IO + 2a; aoit 1 l'application identique de.8 
dana . Deduire de ce qui prbcede lea I-asultats suivanta : 

a) 1 - w2 S2 est un automorphime de e . 

111.5. 

b) L'automorphiame (1 - w2 Fi2)-' est continu. 

On suppose ici que A2 c - 1 , et l'on pose A 2 - S 2 = H .  1 . 
4.2 

a) f designant un element de 8 , que dire du aigne de (fIHf)? 
1 b) Montrer que l'application H- e s t  continue; on designera sa norme 

par 8.  

1 c) Soit g f e .  En utilisant g - H - ~  ( g ) ,  etablir l'in6galite 

d) D6duire de ce qui prbcëde une concradiction. Quelle conclusion en 
tirer? 

cl Et&lir que L est l'unique valeur propre strictement positive de 
4.2 2 

111.6. Soit e* tel que (u1s2 u) A ( u l u ) .  
En utilisant v + pu, ou v € e  et p E  R sont quelconques, etablir que H(u) = O. 

En deduire les fonctions y f E telles que 

( y I y " )  = (ym/y"j 

s et donner les vecteurs propres correspondants (on les mettra sous 

la forme x H U  ch (VX  + PI). 
2 

2 

cu co 

m 
rn 
rl 
I 

r 

1 

s 
s 


