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I- Représentation intégrale de sommes de séries

I-A- .

1 Todt 1 1 1 1
FAl) Vn> 2 an=——| -2 -1 )= —
)vn>2a o Lil : n—i—ln( n) 2 T o <n2>

Donc a, ~ et par suite la série E an converge comme celle de Riemann E —-
n

2?2
I-A-2) e - La série Z an converge, soit L = ninioo(é ax) = nirﬂw(Hn —1- L %) = ninioo(Hn 1=

In(n)), ce qui entraine que Hy, = In(n) + A + 8(1) ouA=L+1.
e - A+ 0(1) =o(In(n)), donc de I'égalité précédente, on obtient H, ~ ln(n).

Lo » Hn " » In(n)
I-B— Par équivalence la série E CESIn est de méme nature que la série E el
. In(n) . .
-Sir=0, alors — = In(n) diverge grossiérement.
i r E s E (n) diverge grossiéremen
1 In(n 1
-Sir=1alors — =o0 <U> la série de Riemann E — étant divergente donc par comparaison, il en
n n n

A - n
est de méme pour la série Z %

L L L 1
-Sir > 2, alors n%w = n(n3) — 0, donc n(n) =0 <3) or i > 1, donc la série de Riemann
nr n'—z n—+oo nr nz 2

1 L
Z n—% converge et par comparaison, il en ait de méme pour la série Z nn(;n)
On conclut par équivalence que la série Z m converge si, et seulement si, r > 2.
I-C- -
+oo tn
I-C-1) Vtel - 1,1, In(1 —1t) = — Z — de rayon de convergence R = 1.
n
n=1
1 +o0
vt el —1,1], —— Zt“ de rayon de convergence R = 1.
n=0
. 1 . - s
I-C-2) e - Les deux fonctions —In(1 —t) et i sont développables en série entiere sur | — 1,1[, donc le
. Lo In(1—t . - - .
produit de Cauchy assure que leur produit ,n](it) est développable en série entiére sur au moins
1 (-1 <
e - Posons ap =0, Yn > 1,a, = Eetbn =1, alors Vt €] — 1, 1], —% = chtn
n=0
n n ]
ol Cn = Z akbn_k = Z K= Hy, donc
k=0 k=1
-t <
VtE]—],][, _]T:ZHntn
n=1
I-D- -

[-D-1) - La fonction t — tP(In(t))9 est continue sur ]0, 1] et au voisinage de 0, tP(In(t))9 = o (\k) donc

la fonction t — tP(In(t))9 est intégrable sur ]0, 1].
p+1
] et t — (In(t))9 sont de classe C' sur le segment [e, 1], ce qui permet une

I-D-2) - Les fonctions t —

intégration par parties

1 +1\/ +1 1 1 +1
L T e . T I L C L
Ihq= L <P T ]> (In(t))9dt = |: — T 7). tP (In(t)) dt = — | —

1
I-D-3) L'intégrale J tP(In(t))9~ " dt étant convergente, ce qui permet le passage 2 la limite ¢ —» 0, on obtient

I'égalité

q
Ipq = *mlp»qfl
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I-D-4) La relation de récurrence qui précede conduit a

PUT P T pl TpHT ™ (p+1)a ™" (p+1)at!

I-E— Posons fn(t) = ant™(In(t))"". Alors
- Vn € N, f,, est continue intégrable sur [0, 1[.
- La série Z ant™ converge simplement sur [0, 1[, donc aussi Z ant™(In(t)" .

1
_vneN, J Fa(tldt = (r =1t 'i“]'

Le théoeme de la convergence dominée est appliqué, ce qui permet de permuter intégrale et série

i , donc la série ZJ [fn(t)|dt est convergente.

1 1 +oo 1 +oo +o00 +0oo
n r—1 r—1 an
Jo(m( N dt_J an dt_J ;)ant (In(t)) dt:é}anln,rq =(-1) (M)!nzzom
I-F— -
S In(1-1t)
I-F-1 —1,1], Hnt" .
) On pose Vx €] Z -
Hn . . s
r > 2, donc d'aprés la question I — B, la série Z T)T est convergente, ce qui entraine d’'apres la
n>1
question précédente I — E
1 +oo H
) ft)dt=(-1)"Tr—11 Yy —"
J, o ewae = -1 DM ey
= H ESa n(1—1t)
’ N . _ n _ — r—1 —
c'est a dire S, —1; CESIRACES] L(ln(t)) 4t dt
I-F-2) On pose pour t €]0, 1[ u(t) = (In(t))™ " et v(t) = %(ln(l —1))2.
2
- Au voisinage de 0, u(t)v(t) ~ t—(ln(t])rf] —
2 t—0+
_ 171
- Au voisinage de 1, u(t)v(t) ~ ( 12) 1=t "(n(1 —1))? —]> 0.
t—1—
Donc le crochet [u(t)v(t)}é est nul, ce qui donne par une intégration par parties
=1 J] / (=1’ J‘ / (=1’ r (In(t)"?(n(1 —1))*
= t'(t)dt = — t =
(= o vVt =—a—y | e OV = 005 |, ¢ a
e . 1" (In(1—1)*
I-F-3) En prennant v = 2 dans I'égalité précédente, on obtient S, = 5 fdt et le changement de
0
. - e 1 [T (n(1)? _ 1 ¥
variables u = 1—t aboutit a I'égalité S, = 3 L ﬁdt On pose Vt €]—1,1[, f(t) = T Z
La série Z % converge absolument, ce qui permet I'égalité de la question I — E en particulier
avec r = 37qui s'écrit
1 2 +00
(In(t))” . 1
L ToE =23 o = 6)

En conclusion S; = (3).
ll-La fonction f3
II-A— - La fonction T’

II-A-1) La fonction t — t* Te ! est continue sur 10, +o0l.

- Au voisinage de 0, t* Te t ~ t¥71 = T donc t — t*"Te est intégrable au voisinage de 0 comme
la fonction de Riemann grace a la condition 1 —x < 1.
1

- Au voisinage de +oo, t* 'e™t = o t) donc par comparaison la fonction t — t* et est

intégrable au voisinage de +oo0.

On conclut que la fonction t — t* 'e " est intégrable sur ]0, +oco[ pour tout x > 0.
+00

I1-A-2) Le changement de variable t = au dans I'expression de I'(x) donne ¥x > 0, T'(x) = ocXJ uw e M du,

0

donc cette derniére intégrale existe et on

+o0 ] ]
J e dat = —I'(x)
0 o
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[I-B— La fonction 3 et son équation fonctionnelle

I-B-1)

11-B-2)

11-B-3)

II-B-4)

La fonction t — t*~'(1 — )Y~ est continue sur 0, 1[.

- Au voisinage de 0, elle est équivalente 3 t*~', donc intégrable au voisinage de 0 grace 3 la condition
x> 0.

- Au voisinage de 1, elle est équivalente 3 (1 —t)Y~", donc elle est intégrable au voisinage de 1 grace
a la condition y > 0.

En conclusion B(x,y) existe pour tous x > 0,y > 0.

Le changement de t en 1 —t, entraine que B(x,y) = B(y,x).
]
V¥x >0,y >0, alors x + 1 > 1, ce qui assure |'existence de B(x + 1,y) :J (1 —t)Y'dt.
0
Pour le calcul de yB(x + 1,y), on pose u(t) = t* et v(t) = —(1 —t)Y, alors le crochet [u(t)v(t)}é est
nul, ce qui permet une intégration par parties

1 u(tv'(t)dt = xr (1 —t)¥dt =xB(x,y + 1)

0

yBlx+1,y) =J

0
or (1 =tV T+t T =tV =t 11—tV Tt +1—t) =t* (1 —t)¥"", donc
Bx+1,y)+pB(x,y+1) =p(x,y), ce qui donne avec yp(x+1,y) =xP(x,y+1) I'égalité f(x+1,y) =
B(x,y).

X+y

De I'égalité précédente, on obtient en remplacant y pary+1, B(x+1,y+1) = W#_Hﬁ(x,y +1)

et en inversant les rdles, B(y + 1,x) = (y,x), donc par symétrie de 3, on aura B(x,y +1) =

Y

x+y
obtient

Y
X+yB
B(x,y), et en remplacant cette derniére dans I'égalité f(x+ T,y +1) =

x
mﬁ(x,y +1), on

— Xy
BOH LY+ 1) = prn iy T Py

II-C— Relation entre la fonction {3 et la fonction I’

11-C-1)

1-C-2)

1-C-3)

11-C-4)

1-C-5)

Supposons que la relation (R) est vraie pour x > 1,y > 1 et soit x > 0,y > 0, alors x+1 > 0,y+1 >0,
Fx+NMy+1) xyl(x)T(y)
d 1 1) = =
one B+ LY+ ) = T T T Ry N M)
et par |'égalité précédente, on aura f(x,y) = ll:((i)i—l;-(s))
1 0
On effectue le changement de variable t = —~— alors dt = P du = du et par suite
& BREETS T 0w M T Oruwz &P

too wo\xT 1 y—1 du too x-]
B(X’”):L (1+u) (1+u) (1+u)2:J0 T U

La condition x > 1,y > 1 entraine que x +y — 1 > 1, ce qui assure |'existence de I'(x +y).
t
La fonction t — e *t**Y~1 est continue positive, donc Fry 1 t— J e "V du est croissante
0
sur RY, et par suite t > 0,Fxy(t) < lim Fyy(t) =T(x+y).
t—+o0
Iin]
On pose g(a,u) = WFX,H(U +u)a).
-VYa € R*, g est continnue R™ x R™ par opérations sur les fonctions continues.
x—1
) + + : : P
V(a,u) e R" xR, 0 < g(a,u) <T(x+vy) Trw cette fonction dominante est indépendante

de a et continue intégrable d'aprés II — C — 2).
- On conclut la définition et la continuité de G sur R, par le th éoréeme de continuité sous le signe
intégral.

x—1
-Va>0, u— ML—LWFX’U((] +u)a) est continue sur ]0, +ool.
un% u%J
- Yu €]0, o0, a—h—{&oo WFWJ(H +u)a) = WF(Xer) qui est continue sur R**.
x—1 x—1
-Va>0,vVu>0 \“:WFX,H(U +u)a)| < (]_tml“(x+y) et la fonction dominante est selon

II — C — 2), continue intégrable sur ]0, +ool.
Le théoreme de la convergence dominée généralisé permet d'intervertire limite et intégrale et on aura

+o0 ux71
JimGla) = | e iyl = T+ y)B ()
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ux—1

—F 1+u)a).
s s (11w
- On a déja Va € R*", u+— g(a,u) est continue intégrable sur R**.
- La fonction g admet une dérivée partielle par rapport a a et on a

ag B uX71
(a,u) — aia(avu) = W

rapport aux deux variables.
0
-V(a,u) € [c,d] x R**, Ia—g(a,u)l < @yl Tem+wWe — ().
a
La fonction dominante ¢ est continue sur R*" intégrable selon I — A — 2).
On conclut par le théoréme de Leibniz la classe C' de G sur [c, d].

Soit a € R*", alors 3c,d > 0 tel que a € [c,d], donc G est dérivable en a, ce qui entraine que G est
de classe C! en tout point de R**.

1I-C-6) On pose V(a,u)) € R** x R*", g(a,u) =

e~ IFWa((1 4 w)a) V! = @V Tux e 1+ gst continue par

+o00 +o00o +o00
II-C-7) Va > 0,G’'(a) = J %(a, wdu=a""V e J e ™ du, or d'apres II-A—2), J e M du =
0 0 0
M donc
aX

Va>0, G'(a)=a’ e °T(x)
11-C-8) De I'égalité précédente, et en exploitant que G est continue en 0 avec G(0) =0, on auraVa > 0, G(a) =
G(0) +r(x)J tv e tdt = r(x)J ¥ e dt.

0 0
En tendant a vers +o00, on obtient avec la question II — C —5)

Va>0, Tx+y)B(x,y) =T(x)(y)
Ill- La fonction digamma
H-A- ¥x >0, b(x+ 1) —w(x) = (In(T(x+ 1)) — (In(T(x)) = (In(T(x+ 1)) — In(I"(x))) =

B rx+1\\ , 1
—<1n( ) >) = (In(x)) =3

I1l-B— Sens de variation de {

Iy)

. S . 0
——2-— est dérivable sur R**, ce qui justifie I'existence de il sur
Fx+y)

[1I-B-1) e - ¥x > 0, la fonction y — oy

(R*)2.
(3] _ M (y) Tyr'(x+y),
o-Vx>0,y>0 @(x,y) = r(")(r(xﬂ,) T T Mxty) ) = Bxy)(Wb(y) —bx+y)).

+oo
[11-B-2) On va appliquer le théoréme de Leibniz 3 y — B(x,y) :J ! (1 —t)qut pour montrer qu'elle
0
est de classe C'.

- Soit x > 0 fixé.
Yy >0, t— t* (1 —t)Y"" est continue intégrable sur ]0, 1] selon II — B — 1).

- (y,t) — %(t"*] (1=t ") =n(1 —t)t* (1 — t)V~" est continue sur R**x]0, 1[.
(1 —t)v!

oy

La fonction dominante est continue sur ]0,1[ et @(t) N t* = o(1) et @(t) ~ (1= "n(1 =1) =

- Soit a > 0, alors V(y,t) € [a,+oo[x]0, 1], < (1=t 11—t = @(t).

0 % , donc elle est intégrable sur 10, 11.
(1—-1)7=

1
On conclut par le théoréme de Leibniz que %(x,y) = J In(1 — )t ' — t)]ftdt, donc de signe
0

dy
négatif strict et par suite y — B(x,y) est décroissante sur R**.
[11-B-3) De I'égalité ¥x > 0,y >0 %(x,y) = B(x,y)(b(y) —W(x +y)) on obtient

vx >0,y >0, P(y) —P(x+y) <0, donc P est croissante sur R**.

I1I-C— Une expression de p comme somme d’une série de fonctions
[11-C-1) Soit k € [[T,n]], alors en appliquant I'égalité de IIl — A) a k + x et a k, on obtient

Pk+x+1)—db(k+x)= kl et P(k+1)—UP(k) = % donc

X

0+ 1) = pliex+ 1)) = (W(K) = (k) = ¢ —

ce qui donne par téléscopage que (P(n+1)—Pn+x+1)) — (Y1) —Pp(1 +x)) = Z (L — klx)
k=1

=1 1
Cest 3 dire (1 +x) — (1) = h(n+x+1) —b(n -+ 1) + (— >
; k k+x
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111-C-2)

111-C-3)

Par définition de p,onap—1<x<p,doncn+p<n+x+1<n+p+1 et par croissance de
Pm+p) <Pbn+x+1) <Pn+p+1) et par suite

n+p
0<hm+p)—bm) <Ppn+x+1)—bn) <bm+p+1)—bn) =) (bk+1)—v(k) =
k=n
n+p n+p
1 1 p+1
:ZE:Hner_an] SEZ] =
k=n k=n
-La série Z < — ) converge, de plus de I'inégalité précédente on obtient

P Ax+1) =P+ 1) = (b +x+1) —h(n) + (Pn) - 11’(“+1))—1b(n+x+1)—11)(n)—%
doncf%Sw(n+x+l)f¢(n+1)<pjl]f%,
ceci entraine que p(n+x+ 1) —hn+1) —JZ 0 et

de IIT — C — 1) donne

.—:s.\ts

e passage a la limite n — 400 dans |'égalité

x> —1, P(1+ +Z<k kH)

[1I-D- Un développement en série entiere

11-D-1)

l11-D-2)

11-D-3)

On pose Yn > 2,Vx > —2, gn(x) = !

n on+x
- ¥n > 2, les fonctions gn sont de classe C*™ sur ] —2,4+o00[ et on a Vx > —2,¥n > 2, Vk € N*,
(k) k—1 k!
n o= (=1 _—
9 (=1) (m+x)kH

- La série Z gn converge simplement sur | — 2, +o0l.
n>2

-Vx > —2,¥n > 2,k € N*, [g¥ (x)] < et le terme dominant est indépendant de x et c'est

k!
(n— 1)k+
celui d'une série convergente vers k!((k + 1).

On conclut par le théoreme de dérivation sous le signe Z que g est de classe C* sur ] —2,+o00[ et en

+oo
1
ticuli —1 tonaVx > -2, Vk € N*, ==y —
particulier sur |—1, 400l et on a Vx > € Z g —1) ngz CEE
donc
g™ (0) = (=1 Rk + 1) = 1)
e g étant de classe C* sur ] — 1,1[, on lui applique la formule de Taonr-Lagrange entre 0 et x, ce qui
n+1
donne I'existence de c entre 0 et x tel que 0 < |c| < |x| avec g(x Z g k' = [1:+ i g(““)(c).
1 1
el—-11[d vn €N, < . t
or ¢ €] , 1[, donc Vn Pro S o) ce qui entraine que
+oo ] +oo ]
g™ () = (n+1)! —— < (n+1)! ———— < (n+ 1)!g(2) et par suite
J Z (p + o2 pZZ (p—1)2 P
n (k) n+1
g (0) x x| (n+1) n+1
_ < 2
9(x) kZ:O T S e el M)

evx el —1,1[, x| — 0, donc I'inégalité précédente assure le développement en série entidre de
n—-+oo

gsur]—1,1[et on a vu que g(0) =0

+oo  (n) +oo _1\yn—1 _ +oo
wel 1,10 gl =y IO 57 EDT Rt D=ln 57 irtgngn) )
n=1 n=1 n=1

b n+x
1—:—)(7 :;(7”11)81 et g(X):n:1[ ])ni](dn+” 1) donc
W el = LIL b +x) =)+ Y (D (Cm+ 1) =T+ X" =p(1)+ Y (-1 "¢ +1)
n=l n=1

IV- Une expression de S, en fonction de valeurs entiéres de (
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IV-A— Une relation entre B et 1

e Vx>0, B(x,y)= % donc y — B(x,y) est de classe C* sur R*", ce qui justifie la définition de
B.

e En dérivant par rapport a y la relation de III — B — 1), on obtient

02 d

S ) = 5o (0 )b(y) —blx+ )+ B Y) ()~ (x + )

or B(x,1) = X et Z—S(x,y) = B(x,y)(b(y) —(x+y)), donc avec y = 1 on obtient

Vx>0, xB(x) = (W(T+x) — (1)) — ('(1) — (1 +x))

’

r . . . . 1
P = T et ' est de classe C*, donc  est de classe C* et par suite B I'est aussi comme produit de x — -

et la fonction x — (P(1 +x) —WP(1))* — (P'(1) =P’ (1 +x)).

IV-B— Expression de S, a I'aide de la fonction B

1
IV-B-1) Montrons que y — B(x,y) = J 71 (1 —t)¥ ' dt est de classe C? sur ]0,+ool. Posons pour x > 0
0

fixé, Yy > 0, Vt €]0,1[, h(y,t) =t (1 —t)¥~!

- Yy > 0, la fonction t — h(y,t) est continue intégrable sur ]0, 1[.

2
- Les fonctions (y,t) — Z—E(y,t) et (y,t) — %[g,t) sont continues sur ]0, +oo[x]0, 1[.
- Soit ¢ > 0. o
- V(y,t) € [c, +00[x]0, 1], \@(y,t)l =[—In(1—th(y, ) < In(T =t T (1 —1) " et
3’h

I@(y)t)l = (In(1 = 1))*h(y, 1) < (In(T =) (1 =t .
or pour k = 1,2, [(In(1 — t)*t*~ (1 — t)¢7| N T = o(1) et |(In(1 — )11 — ) ~
[(In(1—1))*|(1 —t)°' = o(1) donc les fonctions dominantes sont continues intégrables.
On conclut par le théoreme de Leibniz que y — B(x,y) est de classe C? sur ]0,+oo[ et on a Vy >
2 1
0,¥x >0, gy—g(x,y) =J (In(1 — )2 (1 —t)¥~"dt, ce qui entraine qu’en particulier en y =1,
0

1
B(x) :J (In(1 =)t "dt
0

1
IV-B-2) Pour tout p € N et tout réel x >0, BP)(x) :J P (1) (In(1 — )%t ' at.

0
o =D" " (ne)*(In(1 —1)*
IV-B-3) D'aprés [—F—2), Vr > 2, S, = =2 L . dt.
1 1 r—2 2
e Montronsque lim B™ ?(x)= lim J () 2 (In(1—t))*t*'dt :J (n{t)” ~(tn(1 — 1)) dt.
x—0+ x—07+ Jo 0 t

On pose YVt €]0,1[,¥x >0, b(x,t) = (In(t))" " 2(In(1 — 1))t
(In(t)"?(In(1 —1)* _ c(t).

-Vt €]o,1[, lim b(x,t) =
x—0+

t
La fonction c est continue intégrable sur ]0, 1.
- V(x, 1) €]0,+00[x]0, 1], [b(x, t)] < c(t).
Le théoreme de la convergence dominée généralisé permet d'intervertir limite et intégral, ce qui donne

lim B"%(x) = f c(t)dt = J1 (n(t)*(n(1 —1)* .
x—0+ 0 o t

ml) lim B"2(x).

et par suite Vr > 2, S, = 2(r—2)! x—50+

1 1— 2
IV-B-4) e En particulier pour v = 2, on obtient S, = % lim B(x) = J Mdt et le changement

x—0+ 0 t
1 2
w=1—1 aboutit 3 Sy = 1J (in(t))
2), 1=t

e L'égalité de IV — A, Vx > 0, B(x) =

et d'aprés III—D — 3) P(1 +x) — (1)
la formule de III — D — 3) en obtient
P'(1+x) —P’(1) = —¢(3)x, donc B(x) = ¢(3) + o(1) et par suite S; = limOB(x) = ((3).

dt.

x| =

((W(T +5%) =B — (' (1+x) —p'(1)).
2(2)x + o(x), donc (W(1 +x)—P(1))? =0

(x) et en dérivant

IV-C— .
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IV-C-1)

IV-C-2)

e -D'aprés ITII — C—3) et III — D) on a Vx > —1 1])(1+x):11)(1)+1711?+g(x).

or d'aprés II—D —1), la fonction g est de classe C* et de méme pour x — ]1? donc x — P(1+x)

est de classe C*.
e - La question III — D — 3), la fonction x — (1 + x) est développable en série entiére sur ] — 1, 1],
donc elle coincide avec sa série de Fourier.

+oo (%)
vx €l =11 P(1+x)—P((1) = Z v k'(”xk, donc par produit de Cauchy, on obtient
k=1 ’

M) )

+o0 n—1
vx €l=1,1[ (W1 +x)—(1)* = chxn avec cn :Z
n=1

k! m—%k)! -~
k=1
< v
e DemémeVx el —1,1[, p'(1 +x) —¢'(1) = Z ————x", ce qui entraine que
= n!
I P ()
vx €l —1,1[ o(x) = <cn — n') x". On obtient donc par unicité du développement
n=1 .

n—-1 (k) (n—k) (n+1) n—1

M)y V(1) m ¥ My _ k1. (k) (n—k) (n+1)

0™ (0) =n! (Z O moor ) T G m =™
k=1 k=1

La formule de Leibniz entraine

Vx> 0,vr >3, (@) (x) = (xB(x))" ™ = xB VU (x) 4 (r— 1)BU 2 (x) et par passage 3 la limite

en 0 donne
(=17 " "(0) (=17

(p(rfﬂ(o) — (_r_1)Xlii>l,l()]3[1‘72)(X)Y donc 2S, = Y _ (Til)!(p(rfﬂ(o)
(r=1) =2 (k) (r=1-%) (r)
@ 0) Py (1 ¥ .
or o) —g DI P w1 et d'aprés III — D — 3),
(%)
Yk > 1, ks k,m = (=1 *¢(k + 1), donc

r—2 r—2
28, = (-1) (Z(q Pk + DD —K) = (=) g+ 1)) =Ti(r+1)=)_ L(k+1)¢(r—k)

k=1
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