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1.1

1.1.1.

1.1.2.

1.1.3.

1.1.4.

1.1.5.

1.1.6.

Premieére partie : étude de ’application A,

Propriétés élémentaires de A,

La linéarité de A, résulte directement de celle de la dérivation.
On vérifie également que si deg(P) < 3, deg (A4 (P)) < 3, ce qui justifie que Pon a bien A, (R3[X]) C Rs[X].

Calculons : A, (1) =0, Au(X) =aX — 1, A, (X?) =2(a®? + 1) X2, Au(X3) = (6 + 3a) X3 + 3X2. Par suite :

0 -1 0 0

0 a 0 0
Ma=1109 0 20+1) 3

0 0 0 6+3a

(a) My est triangulaire supérieure, donc son polynéme caractéristique est X (X + 4)(X + 6)>.
Par conséquent, M_, est diagonalisable si et seulement si ’espace propre E_g associé a la valeur propre —6 est
de dimension 2 (soit sa multiplicité comme racine du polynéme caractéristique).
En résolvant ’équation M_4X = —6X, on obtient que E_g = Vect ((0,0,1,0)).
Donc dimg (E_g) =1 < 2 : M_4 n’est pas diagonalisable.
(b) Les valeurs propres de M_4 sont 0, —4, —6, d’espaces propres respectifs
Ey = Vect ((1,0,0,0)), E_4 = Vect((1,4,0,0)) et E_g = Vect ((0,0,1,0)).
(a) M, est triangulaire supérieure : son polynéme caractéristique est X (X — a)(X — 2(a + 1))(X — (3a + 6)).
Les valeurs propres de A, sont donc 0, a, 2(a + 1) et 3a + 6.

(b) Les possibilités pour avoir une valeur propre double sont

e a=0 : alors les valeurs propres sont 0 (double), 2 et 6;

2(a41)=0 : alors a = —1 et les valeurs propres sont 0 (double), —1 et 3;
3a+6=0 : alors a = —2 et les valeurs propres sont 0 (double) et —2 (double);

a=2(a+1) : alors a = —2 et les valeurs propres sont 0 (double)et —2 (double) ;
a=3a+6 : alors a = —3 et les valeurs propres sont 0, —3 (double) et —4;
2(a+1)=3a+6 : alors a = —4 et les valeurs propres sont 0, —4 et —6 (double).

(¢) L’étude des valeurs propres doubles montre qu'’il n’existe pas de valeur de a pour laquelle A, admet une valeur
propre triple (pour avoir une valeur propre triple, il faut évidemment avoir déja une double...).

Sia¢ {0,—1,—2,—3,—4}, alors le polynéme caractéristique de A, est scindé simple, donc 4, est diagonalisable.

Il nous faut ensuite étudier en détail les valeurs de a restantes. Et plus particulierement la dimension de I’espace propre

correspondant a la valeur propre double (comme nous I'avons fait en 1.1.3a) :

ea=20:FE;= Vect((1,0,0,0)) donc dimg (Ey) =1 < 2; Aj n’est pas diagonalisable;

ea=-1:F,= Vect((1,0,0,0),(0,0,1,0)) donc dimg (Fy) = 2; A_; est diagonalisable;

ea=-2:Fy= Vect((1,0,0,0),(0,0,3,2)) et E_5 = Vect((1,2,0,0),(0,0,1,0)) donc dimg (Ep) = dimg (E_2) = 2;
A_5 est diagonalisable ;

ea=-3:F 3= Vect((1,3,0,0),(0,0,3,1)) donc dimg (E_3) = 2; A_3 est diagonalisable;

e a=-4 : déja traité; A_4 n’est pas diagonalisable.

Finalement, A, est diagonalisable pour tout a € R, sauf a =0 et a = —4.

Si P est un polynéme de degré p, de coefficient dominant «, alors A,(P) est de degré < p, le coefficient de degré p

de A, (P) étant o (p(p — 1)) + ap). Et ce coefficient est non nul pour tout polynéme P de degré p si et seulement si

a # —(p—1). Ceci doit étre vérifié pour p=1, p=2et p = 3.

Donc A, (P) est de méme degré que P pour tout polynéme non constant de R3[X] si et seulement si a € R\ {0, —1, —2}.

Remarque : on pouvait également remarquer que ceci n’est vérifié que si 0 n’apparait pas deux fois sur la diagonale de

M,, donc n’est pas une valeur propre double de A,.
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1.2 Etude de cas particuliers

On suppose que a ¢ {0,—1,—2}.
1.2.1. ker(A,) = Vect(1).

1.2.2. D’apres le théoreme du rang et 1.2.1, dimg ( Im(A,)) = 4 — 1 = 3. De plus, A, (X) = -1 +aX € Im(A,),
Aa (2(al+1)X2) = X? € Tm (A,) et Aq ((6—',-13(1)X3 - 2(6+33)7(a+1)X2) = X% € Tm(A,).

Enfin, (—1+aX, X2, X?3) est libre (famille de polynomes de degrés 2 & 2 distincts). Ceci montre que (—1+aX, X2, X3)
est une base de Im (A,).

1.2.3. Rappelons que 'ensemble S des solutions de I’équation linéaire A, (P) = @ est
e S=R+ker(A,) si R (souvent appelé «solution particuliere » ) vérifie A,(R) = @, i.e. si @ € Im (A,);
e S=0siQ¢ Im(A,).
Et cela s’applique directement ici :
esip=0oup=1, S=0;

osip=2, S:mX2+ Vect(l):{mX2+a|aeR};

esip=3, S= 1 -X3_

1
- X2 4 Vect (1) = {(6+3G)X3 -

X2+oz|a€R}.

3 3
2(6+3a)(a+1) 2(6+3a)(a+1)

2 Deuxieme partie : quelques propriétés de ’application A, )

2.1. Comme en 1.1.1, cela découle directement de la linéarité de la dérivation, en prenant soin de vérifier que si deg(P) < n,
deg (A(am) (P)) <n.

2.2. Calculons : A ) (1) =0, Agn)(X) = aX — 1 et Vk > 2, A(qn)(X¥) = k(k+a—1)X* + k(k—2)X"!, don

0 —1 0 0 0 cee 0

0 a 0 0

0 2a+1) 3
0 3(2+a) - 0
M, = 3G =2)
j(G—1+a)
0 0
(n—=1)(n—3)
(n=1)(n—-2+a) n(n-2)
O oo e 0 n(n —1+a)

2.3. La matrice M, étant triangulaire supérieure, il vient immédiatement que les valeurs propres de A,n sont les
A=k(k—14a), pour k € [0, n].

(Remarquer que 000 —14a)=0et 1(1 —1+a) =a.)
2.4. Soit a € R%.. Il y a équivalence entre les énoncés, Vk, £ € [0,n] :
(i) k(k—14a)=L(l—1+a);
(i) (k=O(k+£—-14a)=0;
(iii) k=4 (eneffet, k+¢—1>0et a>0) .

Par suite, A(,,,) possede n + 1 valeurs propres distinctes et donc est diagonalisable.

Dans le cas particulier a = 0, 0 est racine d’ordre 2 du polynoéme caractéristique
et Fy = ker (A(o,n)) = Vect (1) est de dimension 1 : A ) n’est pas diagonalisable.
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3 Troisieme partie : recherche de solutions développables en série entiere
d’une équation différentielle

3.1. Soit f € €.
Alors Vz €] — 1;1[, >_ a,z™ converge. Donc le rayon de convergence R de cette série entiere vérifie R > 1
Une série entiere étant de classe C* sur | — R, R, il en résulte que f est de classe C* sur | — 1,1[.

3.2. Soit f € & telle que Dy (f) = af.
(a) Pour tout x €] —1,1],

+oo +oo
= Z na,z""! = Z(n + Dant1z”
n=1 n=0
+oo —+o0
et f(z) = Z n(n —1Da,z"? = Z(n + 1) (n+ 2)apr22™.
n=2 n=0
Et donc
“+o0 +oo +oo
Duo(f)(x) —af(z) = z(z+1) Z n(n —1a,z" 2 + (ax — 1) Z napx" "t — az anx”
n=2 = —
+oo “+oo —+o0 —+o0
— Z n(n — Dayz™ + Z nn+ Dap12"™ + Z ana,x” — Z(n + Dapyra™ Z aan,x
n=0 n=1 n=1 n=0
—+o0
= (—ay —aag) + Z(n —Dl(n+Dapt1 + (n+ a)ay)z"”
n=2
+o0
D’oti, par unicité de développement en série entiere, comme D,(f)(z) — af(xz) =0 = Z 0™, nous obtenons
n=0

Vn=2 (n—1D[(n+1)ant1 + (n+a)ay] = 0.

Et aussi 0 = (—a1 —aag) = (0—1)[(04+1)ag+1+(0+a)ag] (égalité pour n =0) et 0 = (1—-1)[(1+1)a111+(1+a)aq]
(égalité pour n = 1).
n+a

(b) La question précédente montre que a,+1 = —ﬁan. Une récurrence immédiate permet de démontrer que pour
n
tout entier n > 3,
n—1
2(-1)" [ (k +a)
k=2
Ap = as.
n!

Supposons maintenant ag = a; =0 et ay = 1.

f(@) =>" anz™ est un polyndme si et seulement si Ing € N tel que n > ng = a, = 0.

D’apres la relation de récurrence a, 1 = nilan, si an, = 0, alors Vn > ng, a, = 0. Donc f est un polynéme si,
et seulement si, I’'un de a,, s’annule, et donc si, et seulement, si 3k € N, k > 2 tel que k + a = 0. On en déduit que

f est un polynome si, et seulement si, a € Z,a < —2.

Sia=-n<—-2¢€Z, alors
— le degré de f est n;

n—1 n—1
2(-1)" [ (k= n) 2[[(n—k
_ = 2(n — 2)! 2 1
— son coefficient dominant est a,, = k=2 x 1= k=2 = (n ) = = .
n! n! n! n(n —1) n
2
(¢) Soit @ € R. On a
n+1
Ap41T n+a
e = e
anT n+1 n—-+oo

donc d’apres la régle de d’Alembert, la série numérique > a,z™ converge pour |z| < 1 et diverge pour |z| > 1, ce
qui montre le rayon de convergence de la série entiere Y a,z™ vaut 1.
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3.3. Ceci montre que ’ensemble des solutions dans £ de D,(f) = af est

n—1

+oo 2(_1)n H(k + CL)

n _ _ k=2
T Zoanac al = —aag et Vn = 3, a, = p a9
n—1
20 [k +a)
= x»—>a—aam+5w2+ﬁz k:‘Z 2" |a, B ER
n!
n=3
n—1
20" [Tk +a)
_ 2 k=2 n
= Vect |z—1—ax,z—x +Z ] T

n=3

3.4. Par suite, pour tout réel a, dimg (ker (D, — a. Idg)) = 2.

Et P € ker (A(a,n) —a. IdR"[X]) si, et seulement si, P € ker (D, — a. Idg) et P € R,[X].

On a donc :
sia¢[-n,—1], ker (A, — a. Idg, [x]) = Vect (z +— 1 — az)
et
n—1
4o 2(_1)’” H(k + CL)
sia€ [-n,—1], ker (.A(a,n) —a. IdR"[X]) = Vect | 21— 1—az,z— 22+ Z }c:'2 o
n!

n=3

(dans ce cas, le deuxiéme vecteur est un polynéme).

Donc
esia¢[-n,—1], dimg (ker (A@n) —a. Idg,[x))) =1 # dimg (ker (D, — a. Idg));
e siac[-n,—1], dimg (ker (A n) —a Idg,[x))) = 2 = dimg (ker (D, — a. Id¢)) .

4 Quatrieme partie : résolution d’une équation différentielle

4.1. Soit f une solution de (F) sur ]0,+oo[. Alors f est deux fois dérivable et pour tout z > 0,

1—ax a+1

mf/(x) +2———f(2).

f//(x) = 33(.73+1)

Par suite, comme z — z(z + 1) ne s’annule pas, f” est de classe C! sur ]0, +oo[ et donc f est de classe C3 sur ]0, +-o0[
et f’ de classe C? sur ]0, +o0l.

Il en résulte que f” est de classe C? sur |0, +oo[ donc que f est de classe C* sur ]0, +oo[ et f’ de classe C3 sur ]0, +o0].
De proche en proche, on établit ainsi que f est de classe C*° sur ]0, +o0[.

4.2. Soit ¢ une solution de (E) sur |0, +oc[. ¢ est donc de classe C* sur |0, +oc[, d’oi1, comme x +— 1/2? est également de
classe C* sur |0, 4o0[, on en déduit que

o()

Yz 5% est de classe C™ sur |0, +ool.
T

Calculons, pour tout z > 0,

¢'(z) = 229(z) +2®¢'(z) et @"(x) = 20(x) + oy (z) + 2% (2)
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et donc

0 = z(xz+1)¢"(x)+ (ax — 1)’ () —2(a+ 1)p(z)

2% [z(z 4+ 19" (z) + ((4 + a)z + 3)) ¢/ (x)] + (222 + 2a2? — 2a2? — 222 + 2z — 2z) Y(x)

= 2 [z(z+ )Y (z) + (4 + a)z + 3)) ¥/ (2)]

donc v’ est solution sur ]0, +oo[ de ’équation différentielle linéaire du premier ordre
(E1)  z@+Du'+(4+a)z+3)u=0.

Ceci était prévisible puisque X? est un vecteur propre de A(a,n) associé a la valeur propre 2(a + 1) et donc x2 est
solution de (E), donc avec le changement de fonction, les termes en ¥ (x) se simplifient.

4.3. On sit que ’ensemble des solutions d’une telle équation est

/I(4+a)t+3dt
S =<z~ ae 1 tt+1) |aeR

g

4 t+3
% sous la forme ¢ + ——. En réduisant au méme dénominateur, on obtient :
tt+1) t o t+1

4 1 HC
@+at+3_3 1ta, / Bl E3 g gin(t) + (1 +a)In(1 + ) — (1 +a)In(2) d'on
1

tt+1) ¢t t+1 t(t+1)

Cherchons a écrire

«
Si={ax— —|aeR;.
1 { t3(t+1)l+a | }

4.4. On suppose a = —4.
(a) On a ’équivalence entre les énoncés :
(i) ¢ solution de (E) sur |0, 4+o00[;

p(x)
x2

(ii) 9’ solution de (E7) sur |0,4o00[, o ¢ : x —

1)° 1
(iii) EIaERtelqueV:r>O,w’(x)a(x+3)a<1+3+32+3);
x r 12z

(iv) da, B € R tels que Va > 0, ¥(z) —a(x+3ln(x)—3— 212> + 3;
x x

(v) Ja, B € R tels que Vo > 0, p(z) = « <JU3 + 322 In(z) — 32 — ;) + B2 .
Dot les solutions de (F) :
S = ker(A_4+61Ide)
= {zra(2®+32°In(z) — 3z — 1) + B2? | o, B € R}
= Vect (z— (2% +32?In(z) — 3z — 1),z — 2?).

(b) On obtient que dimg (ker (A_4 + 6 Idg)) = 2, alors que dimg (ker (A_4 + 6 Idg,(x])) = 1.

(Cela provient du fait que z — (a:3 + 322 In(z) — 3z — %) n’est pas un polynome.)
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