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Partie I

la. On note S la sphere de F de centre 0 et de rayon 1. Comme FE est de dimension finie, 'application bilinéaire
f:(x,y) € E* = (x,y) est continue, S est compact et V est fermé (donc V' N S est compact). Comme p > 1, on dispose

1
de z1 € V'\ {0} donc le eEVNSet VNS #0. De méme, V' NS est un compact non vide. On en déduit finalement
T1

que la restriction de f & (VN S) x (VN S) est majorée et atteint sa borne supérieure,

ce qui donne le résultat |

Remarque. On n’a pas utilisé le fait que dim(V) = dim (V') mais seulement que les dimensions de V et de V' sont non
nulles.

1b. On construit une telle famille par récurrence sur k € [1, p].
Si k =1 : c’est la question précédente.
Soit k € [2,p] tel que uq,...,up_1 et ul,...,uj_, soient construits de maniére idoine. On pose

W=VnRu) Nn---NnRup_1)t e W =VnRu) N---N(Ruj_;)*.

Montrons que les dimensions de W et de W’ sont non nulles. Nous allons pour ce faire utiliser le lemme suivant, que nous
établirons a l'issue de cette question.

Lemme. Si F est un sev de E de dimension p alors pour tout ¢ € [2,p] et pour tous hyperplans Hy,...,H;—1 de E,
dim(FNHN---NHi1)2p—~0+1.

Puisque les u; sont non nuls (puisque de norme 1), les (Ru;)* sont des hyperplans de E donc, d’apres le lemme, dim (W) >
p—k+1> 1. De méme, W’ est de dimension non nulle. D’aprés la question précédente (rappelons que nous n’avions pas
utilisé I’égalité des dimensions des sev mis en jeu), on dispose donc de up, € W N S et de uj, € W' N S tels que

(ur, uy) = sup{(a,a’) | (a,a’) € W x W', [la|| = [|a'|]] = 1},

’ ce qui donne le résultat ‘

Preuve du lemme. On établit le résultat par récurrence sur ¢ € [2,p].

Si ¢ = 2 : pour tout hyperplan H; de E, dim(FNH;) = dim(F)+dim(H;) —dim(F+Hy) > p+(d—1)—d =p—1=p—{+1.
Soit £ € [3,p] tel que pour tous hyperplans Hy,...,Hy_o de E, dim(FNHy N---NHp_2) > p— £+ 2. Soit Hy,...,Hs_1
des hyperplans de E. Alors

dim(FﬂHlﬂ"'ﬁHg_l) == dim((FﬂHlm"'ﬂHg_Q)ﬂHg_l)
dlm(Fﬂ HinNn---N Hzfg) + diIn(Hgfl) — dlm((Fﬁ HiNn---N Hzfz) + Hzfl)
p—L+2)+(d-1)—d=p—{+1.

WVl

D’ou le lemme.

2. Supposons dim(V NV’) > 1. Montrons que pour tout k € [1,dim(V NV")], up = u},. On précede par récurrence sur k.

Montrons tout d’abord que u; = u}. Par hypothese, on dispose de x € (V NV’)\ {0}. Alors, en posant a = HTIHm puis
a =a, (a,a’) € Vx Vet |la]| = ||d’|| = 1 donc par définition de u; et uf, (uy,u}) = (a,a’), i.e. (ug,u}) > 1. Or, d’apres
l'inégalité de Cauchy-Schwarz, (ug,u}) < [Jui||||u}] = 1. Il y a donc égalité dans I'inégalité de Cauchy-Schwarz : la famille
(u1,u}) est positivement liée. Comme u; # 0, on dispose donc de A € Ry tel que u] = Auy. Donc 1 = [ju}| = A|Jur|| = A
puis uj = uy.

Soit k € [2,dim(V NV")] tel que uy = uf,. .., up—1 = uj_,. Montrons que ux = uj,. D’apres le lemme établi & la question

précédente (rappelons que les u; sont non nuls puisque de norme 1),

dim(V NV N (Ru)t NN Rup_1)) > dim(VNV') = (k—=1)>1



donc on dispose de y € (VN V' N (Ruy)t N---N (Rug_1)*) \ {0}. Alors, en posant a = —y puis a’ = a, (a,a’) € V x V,

|| I
lla]| = |la’|| = 1 et pour tout £ € [1,k — 1], (a,us) = (a’,u}) = 0 (rappelons que par hypothese uj = ;). Par définition de
uy et uy, on en déduit que (ug,u)) > (a,a’), i.e. (ug,u)) > 1. Le méme raisonnement que celui ayant permis d’obtenir

uy = u} donne alors ug = uj, | d’ott le résultat ‘

3a. D’apres la question 1b, u est une famille orthonormée de vecteurs de V' contenant p = dim V vecteurs; on en déduit

que | u est une base orthonormée de V' ‘

3b. Soit k€ [l,p—1] et £ € [k+ 1,p]. Comme (uy,ue) est une sous-famille de la famille orthonormée u, (uy, us) est une

famille orthonormée donc est libre; on peut donc bien considérer la fonction g : ¢t € R +— (ug + tug). Notons

lluk + tue|

que pour tout t € R, g(¢t) € V, ||g(t)|| = 1 et pour tout ¢ € [1,k — 1], (g(t),u;) = Tun & tue] ——— ((ug, u;) + t (ug,u;)) = 0. Par

ailleurs, uj, € V, |Juy|| = 1 et pour tout i € [1,k — 1], (u},u;) = 0. On en déduit que pour tout t € R, (uy, uy) = (g(t),ul),

i.e. (g(0),uy) = (g(t),up) : ’la fonction ¢t € R + (g(t),u},) présente un maximum global en 0 ‘ Or, pour tout t € R :

= (1+ 2 (wp,ug) +12) 7 (ug ) + t({(ug,uf) + o (1)

A o S Uy )+t Uk
(9(0), ) = (e -+ tuel )™ (i) + 1 = o

donc

<g(t)7 u§€> = (1 + t2)71 <ukﬂ u;c> +1 <uf7 u§c> +t—0>0(t) = (1+t—0>0(t)) <uk7 u§c> +t <Ug, ’LL;C> +t—0>0(t) = <uk7 u§€> +t <uf7 u%) +t—0>0(t)7

ce qui montre que ’1& fonction ¢t € R+ (g(t),u},) est dérivable en 0 de nombre dérivé en 0 égal & (ug, uy,) ‘ On en déduit

finalement que (ug, u},) = 0, et ce pour tout £ € [k + 1,p]; ceci prouve que | u), € Vect(ugi1,--.,up)" |

3c. Soit k € [1,p—1]. Comme u est une famille orthonormée, uy, 1 € Vect(uy, ..., us)™. Par ailleurs, pour tout £ € [1, k],
la question précédente assure que (ugyi,u,) = 0, donc upr1 € Vect(ul,...,u}) . Ainsi upy1 € Vect(ui,...,ux)" N
Vect(ul, ..., ul)", ie. |upr1 € (Vect(uy, ..., up) + Vect(u), ..., uf))*" |

3d. Soit (k,¢) € [1,p]? tel que k < £. Soit (z,y) € Wi x W, : on dispose de (A1, A2, pi1, t12) € R* tel que 2 = \jug +pquj, et
Y = Ao+ pouy. Alors (z,y) = Ao (uk, ue) + A1 e (uk, wp) + pa Ao (uj,, we) +pa p (u),, uy) Comme u et u’ sont orthogonales,
(x,y) = e (ug, up) 4+ pada (uy, ue) . Or, d’apres la question 3b, (u), ug) = 0, et comme les familles u et u’ jouent un role

symétrique, (ug,uy) = 0. Finalement, (z,y) = 0. ’D’oﬁ le résultat ‘

4a. La question revient a montrer que 0 < <up,u;> < -+ < (ug,uf) < 1. L'inégalité de Cauchy-Schwarz assure que

(uy,u}) < |Jur|l||u}|| done | (ug,u}) < 1| Par ailleurs, pour tout k € [2,p], comme pour tout £ € [1,k — 2], (ug,us) =

(up,up) = 0, up € VN Setu, € VNS, ona:|{up1,u,_y) = (ug,up) | Enfin, comme pour tout ¢ € [1,p — 1],

(—up,ug) = (up,up) =0, —up, € VN Setu, €V NS, ona: (upu,) = (—up,u,) = — (up,up,) done | (up, uy,) > 0|

Finalement, 0 < <up, up> < --- < (ug,u}) <1 donc en passant a arccos (qui est une fonction décroissante), on obtient :

g = arccos(0) > arccos({up, uy,)) > - -+ > arccos((uy, u})) > arccos(1) = 0.

En posant pour tout k € [1,p], 0 = arccos({ug,uj)),

4b. D’apres la question 3b (rappelons que les familles u et u’ jouent un role symétrique), la matrice Gram(u, u') est diago-
P
nale. Ses coefficients diagonaux étant d’apres la question précédente les cos(6y ), on a donc :| det(Gram (u, u) H cos(0y)




4c. Puisque pour tout k € [1,p], 0 € [0,7/2], on a : cos(f;) € [0,1]. Ainsi, d’apreés la question précédente, d’une

part,

det(Gram(u,u)) < 1‘ et, d’autre part, det(Gram(u,u’)) = 1 si et seulement si pour tout k € [1,p], cos(6x) =

1 si et seulement si pour tout k& € [1,p], (ug,u;) = 1 si et seulement si (cas d’égalité dans l'inégalité de Cauchy-
Schwarz, les uy et les uj, étant unitaires) pour tout k € [1,p], up = uj. Montrons que cette derniére condition est
équivalente & V = V'. Le sens direct est trivial puisque u (resp. u’) est une famille génératrice de V (resp. V') d’apres
la question 3a. Si réciproquement V = V' alors, d’aprés la question 2, pour tout k € [1,p], up = uj. Finalement,

’ det(Gram(u,u’)) = 1 si et seulement si V =V’

Partie 11

5a. L’application donnée dans I’énoncé est le déterminant dans la base canonique de R?, ’d’ofl le résultat ‘

5b. La linéarité par rapport a chacune des variables de g vient de la linéarité de f et de la linéarité par rapport a chacune
des variables du produit mixte (et du fait que la composée de deux fonctions linéaires est linéaires). Le caractére alterné

de g vient du caracteére alterné du produit mixte. Finalement, | g € A,(F,R) |.

6a. Soit e € EP. La bilinéarité du produit scalaire et la p-linéarité du déterminant d’une matrice relativement a ses
colonnes donne la p-linéarité de €2,(e). Le caractere alterné du déterminant d’une matrice relativement & ses colonnes

donne le caracteére alterné de ,(e). Finalement, ’ Q,(e) € Ap(E,R) ‘
Remarque. On aurait également pu appliquer la question précédente avec ' = E et f:u € E + ({e;,u))ie[1,p]-

6b. Le déterminant de la transposée M' d’une matrice carrée M étant égal au déterminant de M et le produit scalaire

étant symétrique, | on a le résultat |.

6c. La question précédente, la bilinéarité du produit scalaire et la p-linéarité du déterminant d’une matrice relativement
a ses colonnes donne la p-linéarité de €2,. La question précédente et le caractere alterné du déterminant d’une matrice

relativement a ses colonnes donne le caractére alterné de €,. Finalement, ’ Q, € A,(E, Ap(E,R)) ‘

7a. Soit u = (u1,...,up) € EP. Notons Li,... L, les lignes de Gram(e,u) et Lj, ... L, les lignes de Gram(e’,u). Notons
que par bilinéarité du produit scalaire, pour tout i € [1, p],

p
l— . . .
Li = E M; ;. L,
Jji=1

donc par p-linéarité du déterminant d’une matrice relativement a ses lignes, on a :

Q(e)w) = > My, ... My, det(Lj,, ..., Ly,),

1<, 0dpsSP

ot det(Lyj,,...,L; ) désigne le déterminant de la matrice dont la i-eme ligne est L;,. Comme le déterminant est alterné,
les termes de la somme pour lesquels deux j; sont égaux sont nuls, donc

D(e)(u) = Y Moy Myo@)det(Loqy, -, Lo(p)-
oeG,

Comme le déterminant d’une matrice est alterné relativement a ses lignes, on a donc

Q)W) = > Moy Myoye(o) det(La, ..., Ly).
oeG,

Finalement Q,(€')(u) = det(M)Q,(e)(u), et ce pour tout u € EP. D’olt

Q,(¢') = det(M)Q,(e) \




Tb. On écrit e = (e1,...,€p).

Supposons e liée. On dispose de i € [1,p] tel que e; soient combinaison linéaire des e; (j # i). Alors pour tout u € E?, la
i-eme ligne de Gram(e, u) est combinaison linéaire des autres lignes donc Gram(e, u) n’est pas inversible et Q,(e)(u) = 0.
Donc Q,(e) =0

Supposons e libre. Appliquons le procédé d’orthonormalisation de Gram-Schmidt a la famille libre e et notons b =

i
(b1,...,bp) la famille orthonormée obtenue. Notons que pour tout ¢ € [1,p], (b;,e;) > 0 et e; = Z (b;,ei) b;. Notons
j=1

A la matrice [(b), €i)] @i j)e[1,p)2s @€ A = Gram(e, b). Remarquons que A est triangulaire inférieure et que ses coefﬁcients

diagonaux sont strictement positifs donc det(A) > 0. Posons M = A~ L Alors pour tout i € [1,p], Z

donc d’aprés la question précédente Q,(b) = det(M)Q,(e), i.e. Q,(b) = det(A)"'Q,(e). Donc Q,(e) = det(A) p(b) puis
Q,(e)(e) = det(A)Q,(b)(e) = det(A)? > 0. On en déduit en particulier que Q,(e) # 0.

Finalement, on a bien montré que ’Qp(e) # 0 si et seulement si e est libre ‘

Tc. Soit e € EP. Si e est liée, la question précédente assure que §2,(e) = 0 donc Q,(e)(e) = 0. Si e est libre, nous avons
Yp(e)(e) > 0]

vu au cours de la preuve de la question précédente que €2,(e)(e)

8a. Supposons b orthonormée. Alors Gram(e, e) = I, donc Q,(e)(e) =1 et | vol,(b) = 1|

8b. Notons f; = pr(e1) et g1 = e; — f1 : alors f1 € Vect(es, .. .,ep)l‘7 g1 € Vect(ez,...,ep) et e1 = f1 + g1. On dispose
P

en particulier de (Ag,...,\,) € RP™! tel que g, = Z)‘kek' Notons Cfi, ..., Cp les colonnes de Gram(e, €) ; la colonne C;
k=2

p
€= <<6i7f1+2/\k6k>> :
k=2 i€[1.p]

Alors 'opération C; «+ C; — Z)\ka n’affecte pas le déterminant Q,(e)(e) de Gram(e,e). La premiere colonne de la
k=2

nouvelle matrice est ({e;, f1))ie[1,p]; i-¢- (rappelons que f; € Vect(ey, .. .,ep)J‘) ((e1, f1),0,...,0)". Les autres colonnes

n'ont pas été modifiées. Ainsi, Q,(e)(e) = (e1, f1) Qp—1(eh)(eh). Notons enfin que (e1, f1) = (f1 +91,f1) = (f1. f1) +

(g1, /1) = |1l = [ pr(en)||?. On conclut que 2 (e)(e) = || pr(en)||*2p1(ch)(eh) puis que | vol,(€) = || pr(er)]| vol, 1(ch) |

s’écrit

8c. Etablissons I'inégalité par récurrence sur p. Le résultat est clair si p = 1. Soit p € [2,d] tel que pour toute famille

p—1
libre e = (e1,...,e,-1) € EP™, vol,_4( H |lei]|. Soit alors e = (eq,...,e,) € EP une famille libre. En reprenant
i=1
les notations de la question précédente, vol,(e) = | pr(e1)| vol,—i(eh). Or, e1 = pr(er) + (e1 — pr(e1)) et pr(er) et
e1 — pr(ep) sont orthogonaux donc d’aprés le théoreme de Pythagore, |le||? = || pr(e1)||? + [ler — pr(ey)||* = || pr(e1)]|?.

Ainsi vol, (€) < |le1]| vol,—1(€b). Or, par hypothese de récurrence, comme e} est libre en tant que sous-famille de la famille

libre e, vol,_1(€b) H |le;]]- Finalement | vol,,( H lle:|l |

=2

Etablissons le cas d’égalité. Si la famille e est orthogonale alors Gram(e)(e) est diagonale et ses coefficients diagonaux sont

p—1
les ||e;||* donc vol,(e) = H |le;|l- Montrons maintenant la réciproque par récurrence sur p. Le résultat est clair si p = 1. Soit
i=1
K3 p_l
€ [2,d] tel que pour toute famille libre e = (eq,...,e,_1) € EP~! vérifiant vol,_;(e) = H le;]l, on a : e est une famille
i=1
» 7
orthogonale. Soit alors e = (eq,...,e,) € EP une famille libre vérifiant vol,( H les]]. En reprenant les notations de la
1
» 1=
question précédente, on a donc : || pr(eq)|| vol,_1(eh) = |le1]| H llei]]. Or, on sait que || pr(e1)|| < |le1]| et que, la famille e
i=2



P
étant libre (cf. début de cette question), vol,_1(eh) < H lle;||. Comme les deux réels || pr(eq)]| et vol,_1(e}) sont strictement
i=2

P P
positifs (puisque leur produit est égal a H lleill # 0), on en déduit que | pr(er)| = |le1] et que vol,_1(eh) = H llez|l-
=1 =2

Comme |le1]|? = || pr(e1)]|® + |lex — pr(e1)||?, cela montre que e; — pr(e;) = 0 donc e; € Vect(ea, ..., e,) . Par ailleurs,

I’hypothese de récurrence assure que la famille libre eb est orthogonale. On conclut que la famille libre e est orthogonale.
P

Finalement, on a bien montré que | pour toute famille libre e € EP, vol,(e) = H |les]] si et seulement si e est orthogonale |
i=1

9a. D’apres la question 7a, Q,(e) = det ((Pf)") Qp,(b) = det(Pf)Q,(b) done Qy(e)(e) = det( ), (b)(e), i.e. Qp(e)(e) =
P

det(Py) det(Gram(b, €)). Or, comme b est une base orthonormée de Vect(e), pour tout j € [1,p], e¢; = Z (bi, ej) b; donc
i=1

Gram(b, e) = P. D’on Q,(e)(e) = det(Pf)? et ] vol,(e) = | det(Ff)| \

9b. Soit (e,¢’) € (EP)?. Distinguons deux cas. Si e est liée ou e’ est liée alors d’apres les questions 7b et 6b, Q,(e)(e’) = 0
donc le résultat est clair. Supposons maintenant e et €’ libres. Posons V = Vect(e) et V' = Vect(e’). Alors V et V' sont
deux sous-espaces de E de dimension p : on peut appliquer les résultats de la partie I. Notons u et u' deux familles
construites comme a la question 1. D’apres la question question 3a, u est une base orthonormée de V donc d’apres la
question 7a,

Qp(e) = det(Py)2p(u)

donc d’apres les questions 6b puis a nouveau 3a et 7a :
Qp(e)(€') = det (PE)Q(¢') (u) = det(PE) det(PE) 2y (') (u).
La question précédente et les questions 3a puis 6b assurent alors que
12,(e)(€")] = vol,(e) vol,(e")| det(Gram (u, u')|.

Or, la question 4b assure que det(Gram(u,u’) > 0 et la question 4c indique que det(Gram(u,u’) < 1. On peut maintenant

conclure : ’ 10, (e)(e")| < vol,(e) vol,(e)|. ‘

Partie 111

10a. Soit w € A,(E,R). Soit (z1,...,2,) € EP. Comme e est une base orthonormée de E, pour tout j € [1,p],
d

xj = Z (e, x;) e;. Pour tout (4,) € [1,d] x [1,p], on note z; ; = (e;, x;). Alors par p-linéarité de w,
i=1

d d
W(ﬂﬂl,---ﬂp)zw E 177:1,161'1,~--,E Ti, p€i, | = g xil,l-”xip,pw(eiU"'veiP)'

i1=1 ip=1 101, ip<d

Le caractere alterné de w assure alors que

w(xl,...,acp): E xil,l...mimp w(eil,...,eip).
i1,...,ip deux a deux distincts

On regroupe alors les p-listes (i1, .. .,1,) déléments distincts de [1, d] selon leur support :

W(l‘l,...,l‘p): Z Z $i171...$ip)p w(eil,...,eip)

a€lp (i1,...,ip)€[1,d]P de support o

i.€.

w(@1,...,Tp) = Z Z Tigy L+ Tig iy W(Cigery - Ciggyy )

a=(11,...,ip)EL, 0ES,



Le caractere alterné de w assure alors que

w(Ty,...,xp) = Z Z Tiy 1 Tiy g, p (€(0) wea)) -

Q=(i1,.ip)EL, 0EG,

Ainsi

w(w, ... xp) = S wlea) Y e0)Tiy gy Tiyg p

Oé:(’il,...,ip)EIp oe6,

Rappelons enfin que pour tout (4, 7) € [1,d] x [1,p], zi; = (€, %;). On en déduit que

W@y, .. zp) = Y wlea)lea) (@1, .., xp).

a€l,

D’ou finalement |w = Z w(ea)p(eaq) |

10b. 1l est clair que I'application (w,w’) — (w,w’) est une forme bilinéaire symétrique positive. Par ailleurs, pour tout
w € A,(E,R) telle que (w,w) = 0, on a : pour tout o € Z,, w(eq) = 0 donc, d’apreés la question précédente, w = 0.

Finalement,

(w,w") = (w,w’) est un produit scalaire sur A,(FE,R) ‘

Montrons que (2,(eq))acz, €st une base orthonormée de A, (£, R). Notons que, d’apres la question 6a, il s’agit bien d'une
famille d’éléments de A,(E,R). Soit (e, ) € I;% tel que a # B. Alors pour tout v € Z,, v # v ou v # B; si v # a,
alors la matrice Gram(e,, e,) posséde une colonne nulle puisque l'une des composantes de v n’est pas dans le support
de a et que la famille e est orthogonale, ce qui implique que Q,(eq)(e,) = 0. De méme, si v # (3, alors ,(eg)(ey) = 0.
On en déduit que Z Qp(ea)(ey)les)(ey) =0, ie. (Qp(eq), Q(es)) = 0. Par ailleurs, [|Qy,(eq)]]* = Z Qp(ea)(ey)? =
v€L, v€L,
Qp(ea)(ea)? = 1 d’apres la question 8a. Finalement, (Qy(eq))acz, est une famille orthonormée de A,(E,R). Elle est en
particulier libre. Par ailleurs, d’apreés la question précédente, c’est une famille génératrice de A,(E,R). On conclut que

’ (2p(ea))acz, est une base orthonormée de A,(E,R) ‘

d d
Comme 7, est un ensemble fini de cardinal ( ), on en déduit que | A,(E,R) est un R-e.v. de dimension finie égale & ( ) .
p b

10c. Posons, pour tout x1 € E, ¢(z1) Papplication qui a (za,...,z4) € E91 associe dete,, .. eq)(T1,...,24). La d-
linéarité et le caractere alterné de det(c, ... ,) assurent que pour tout z; € E, ¢(x1) € Ag—1(E,R). Montrons que ¢ : x1 €
E— ¢(x1) € Ag—1(E,R) est une isométrie entre F et Ay 1(E,R). La d-linéarité de det, . ., assure que ¢ est linéaire.
Montrons qu'il existe une base orthonormée de E qui s’envoie sur une base orthonormée de Agz_1(E,R), ce qui établira le

résultat. Montrons plus précisément que (¢(e1), ..., d(eq)) est une base orthonormée de Ayz—1(E,R). Montrons encore plus
précisément que pour tout i € [1,d], ¢(e;) = (—1)i_19d—1(6(1,2,...,i—1,¢+1,...,d))~ Soit (x1,...,&_1,Tis1,...,2q) € BT
D’une part

¢(ei)(az1, ey L1, L1y - - ,Id) = det(elw’ed)(ei,xl, ey L1, L1y e - - ,xd).

En développant ce déterminant par rapport a la premiere colonne, et puisque que e est une base orthonormée de FE, on
voit que

det(ehm,ed)(ei, TlyeeesTi—1y L1y ,xd) = (—l)iil det(Gram((el, ey G115 €41y e ey ed), (1‘1, PPN 07 JE [P /7 S [N ,Z‘d)).
Comme d’autre part
Qdfl(6(1,2,...,i—1,i+1,...,d))(1'1a vy L1y L1y e - al'd) = det(Gram((elv s €i—1,6i415 - €d), (wla sy L1, L1y e s »xd)),

on en déduit finalement que pour tout ¢ € [1,d], ¢(e;) = (—1)i_1Qd,1(6(1727_”714_1’1'_._1_’__'@)). La question précédente assure

alors que la base orthonormée e de F s’envoie par ¢ sur une base orthonormée de A;_1(E,R) donc ’(/) est une isométrie ‘

11. D’aprés les questions 6a et 10a, Q,(u) = Z Qp(u)(ea)p(eq) done, en appliquant la question 6b, Q,(u)(v) =
a€l,

S D)) lea)v) = D7 Qy(u)(ea)p ) en) ie [Qp(u)(v) = (2 (u), Y(0))]

a€l, a€l,




12. Soit f une base orthonormée de E. Notons, pour tous w et w’ éléments de A,(E,R), <w,w’>f = Z W(fa)w' (fa)-
a€l,
Alors pour tous w et w’ éléments de A,(E,R), d’apres la question 10a,

(w,w); = < > wlea)lea)s Y W'(eﬁ)Qp(eﬁ)> = D wlea)w'(ep) (Ulea), Yples)),
a€l, BELy f (e, 8) €T

donc d’apres la question précédente appliquée deux fois

(wwhy= D wleaw(ep)lea)les) = D wlea)w'(es) (lea), Llep))

(e, B) €L (o, B)ET2

i.€.

<Wawl>f = < Z w(ea)p(ea), Z w/(eﬁ)ﬂp(eﬁ)> )

acl, BEL,

ce qui montre, d’apres la question 10a, que (w, w’>f = (w,w'), et ce pour tous w et w’ éléments de A, (E,R). ’ D’ou le résultat |

Partie IV

13a. Soit e et ¢ deux familles libres de cardinal p de E.

Si Vect(e) = Vect(e') alors d’aprés la question 7a, Q,(e) et Q,(e’) sont colinéaires.

Supposons réciproquement €2,(e) et Q,(e’) colinéaires. Comme e et ¢’ sont libres, la question 7b assure que ,(e) # 0
et Q,(e’) # 0 donc on dispose de A € R* tel que Q,(¢') = X\Q,(e). Notons V' = Vect(e) et V' = Vect(e'). Alors
dim(V) = dim(V’) = p. Nous pouvons donc appliquer les résultats de la partie I : notons u (resp. u’) une famille de
vecteurs de V (resp. V') construite & la question 1. D’aprés les questions 3a, 7a et 7b, on dispose de (u, 1) € (R*)? tel
que Qp(e) = uQy(u) et Q,(e') = p'Qy(u'). Ainsi

0, () = M, ().

W
e : Nu) = M _dw ; N Mo = H ‘dui
Donc d’apres la question 8a, Q,(u')(u) = 7 Qp(uw)(u) = o De méme, Q,(u)(u’) = 3 Q(u)(') = o On en déduit
[ [
)\ I
d’apres la question 6b que AT/;L = )\i On dispose donc de o € {1, —1} tel que
i

0, () = 0 (1)
Donc
det(Gram(u,u’)) = Q,(u)(v') = o, (u")(v') = 0.

Or, d’apres la question 4b, det(Gram(u,u’)) > 0. Donc det(Gram(u,u')) = 1. D’aprés la question 4b, on conclut que
V =V’ i.e. Vect(e) = Vect(e').

pour toutes familles libres e et €’ de cardinal p de E, Q,(e) et Q,(e’) sont colinéaires ssi Vect(e) = Vect(e') |.

Finalement,

13b. Soit (V,C) un sous-espace vectoriel orienté de dimension p de E. Procédons par analyse-synthese.

Analyse. Soit ¥y € A,(E,R) telle que, pour tout e € C, Q,(e) = vol,(e)¥y. On sait que V possede une base orthonormée
b= (by,...,bp). Sib e C, posons ¢ = b, sinon, posons ¢ = (—by,ba,...,b,). Dans tous les cas, ¢ € C et ¢ est une base
orthonormée de V' (on dit que ¢ est une base orthonormée directe de (V,C')). On a donc Q,(c) = vol,(c)¥y. Or, d’apres la

question 8a, vol,(c) = 1. Donc ¥y = Q,(c). D’ou .
Syntheése. Posons ¥(V,C) = Q,(c) et montrons que pour tout e € C, Q,(e) = vol,(e)¥(V,C). Soit donc e € C. D’apres la
question Ta, Q,(e) = det(P7)Q,(c). Or, d’apres la question 9a, vol,(e) = | det(PS)|. Mais comme ¢ et e ont méme orienta-

tion, det(P7) > 0 et vol,(e) = det(Py). Finalement Q,(e) = vol,(e)Q,(c) = vol,(e)¥(V, ). D’our | Pexistence de ¥(V,C) ‘

14a. Soit (V,C) € (A?r}(p, E). On dispose d’une base orthonormée directe ¢ de (V,C), que 'on compléte en une base
orthonormée e de E. D’apres la question 12, on peut supposer que le produit scalaire sur A,(E,R) est celui donné par



la relation (1) de la partie III (en reprenant les notations de cette partie). Montrons que ¥(V,C), qui est égale a Q,(c)
d’apres la question 8a, est de norme 1 :

(V. O)> = 12:()lI = >

a€cl,

Or, puisque e est une famille orthonormée et que ¢ = ey, ), les termes de la derniere somme d’indice o # (1,...,p) sont
nuls (I'une des colonnes de la matrice Gram(c, e,) est nulle). Donc | ¥(V, O)||? = Q,(c)(c)? puis, d’aprés la question 8a,
| (V,C)||* = 1. On conclut que ’ U est & valeurs dans la sphere de rayon 1 de A, (E,R) ‘

Soit (V, C) et (V', C") deux éléments de Gr(p, E) tels que ¥(V,C) = ¥(V’,C"). On dispose d’ une base orthonormée directe
¢ (vesp. ') de (V,C) (resp. (V',C")). Comme U(V,C) = Q,(c) et ¥(V',C") = Q,('), on a donc : Q,(c) = Q, (). D’apres
la question 13a, on en déduit que Vect(c) = Vect(c'), i.e. V. = V'. Supposons par I’absurde que C' # C’. En écrivant

/

d =(c},...,¢,), posons d = (—c}, ¢y ..., c,). Alors d est une base orthonormée directe de (V, C) et Q,(d) = —Q,(c’). Ainsi

U(V,C) = Qp(c) = Qp(¢') = =Qy(d) = —¥(V,C)

donc ¥(V,C) =0, i.e. Qp(c) = 0, ce qui est absurde d’apres la question 7b. Finalement C' = C’ et (V,C) = (V',C"). On

conclut que | ¥ est injective |.

14b. Soit (V,,, Cy)nen une suite de sous-espaces vectoriels orientés de dimension p de E. Montrons que 1'on peut extraire

de la suite (¥(V,,Cp))nen d’éléments de A,(E,R) une sous-suite convergente dont la limite appartient & \Il((A}/r(p, E)).
Pour tout n € N, considérons une base orthonormée directe ¢, de (V,,,C,). Alors pour tout n € N, U(V,,Cy,) = Q,(cn).
Ecrivons, pour tout n € N, ¢, = (cgn)7 . (”)) Rappelons que S désigne la sphere de centre 0 et de rayon 1 de E.
Puisque E étant de dimension finie, S est Compacte et S? est compact. Comme (¢, )nen est une suite d’éléments de SP,

on dispose donc de ¢ = (c1,...,¢,) € SP et de ¢ : N — N strictement croissante tels que (c,(n))nen converge vers c.
Alors pour tout (i,5) € [1, p]?, <c§‘p(n)),c§-¢(n))> tend quand n — 400 vers (c;, ¢;), i.e. (§; j)nen converge vers (¢;, c;). Par
unicité de la limite, on en déduit que pour tout (i, ) € [1,p]?, {(ci, ¢;) = 0;; : ¢ est une famille orthonormée de E. Posons
V = Vect(c) : V est un sous-espace vectoriel de dimension p de F et ¢ en est une base orthonormée. Notons C' I'orientation
de V' donnée par ¢ (i.e. on décréte que ¢ est une base orthonormée directe de V). Ainsi (V,C) € (A}r;(p, E). Montrons que
(Y (Vis(ny» Coo(n)) Jnen converge vers W(V, C), ce qui conclura. 11 s’agit d’établir que (£2,(cy(n)))nen converge vers Q,(c). Or,
d’apres la question 10a, pour tout n € N,

p(Co(n)) Z Qp(Cpm))(€a)p(ea) = Z det(Gram(cy(n), €a))2p(€a)-
a€l, a€l,

Mais puisque (¢, (n))nen converge vers ¢, on a : pour tout o € Z,,, la suite de matrices (Gram(cy(n), €a))nen converge vers la
matrice Gram(c, e,) (les p? suites des coefficients de ces matrices convergent vers les p? coefficients de la matrice Gram(c, e, )
par continuité du produit scalaire) donc, par continuité du déterminant d’une matrice, (det(Gram(cy(n), €a))nen converge
vers det(Gram(c, ey)) = Qp(c)(eq). Ainsi (en utilisant & nouveau la question 10a) :

Qp(cpn)) n_>—+>oo Z Qp(c)(ea)p(ea) = Qp(c).

a€l,

Finalement \I/((E/r(p, E)) est compact |.

15. Montrons dans un premier temps que \D((A}/r(d, E)) n’est pas connexe par arcs. On dispose d’une base orthonormée
e = (e1,...,eq) de E. Posons €' = (—ey,ea,...,eq). Alors puisqu’il y a exactement deux orientations de E et que e et ¢’
n'ont pas méme orientation, ¥(Gr(d, E)) = {Qa(e), (e')}. Or, Qu(e’) = —Qq(e). Donc ¥(Gr(d, E)) = {Q(e), —Qu(e)}.
D’apres la question 7b, Qg(e) # 0 donc \I/((A};r(al7 E)) est un ensemble fini de cardinal 2. Or, A4(E,R) est une droite
vectorielle (par exemple d’apres la question 10b ou tout simplement parce que c’est la droite vectorielle engendrée par

det,). On en déduit que | U(Gr(d, E)) n’est pas une partie connexe par arcs de Aq(E,R) |

Supposons maintenant que p < d — 1. Montrons que \I/(érvr(p7 E)) est une partie connexe par arcs de A,(E,R). Soit donc

(V,C) et (V',C") deux éléments de Gr(p, E). Comme dim(V) = dim(V’) = p, nous pouvons appliquer les résultats de la

partie I : notons u (resp. u’) une famille de vecteurs de V' (resp. V') construite & la question 1. D’apres la question 3a, u
(resp. u') est une base orthonormée de V (resp. V'). Quatre cas s’offrent & nous.

e Cas 1 :ueCetu €C'. Alors ¥(V,C) = Q,(u) et U(V',C") = Q,(u'). Reprenons les notations de la question 3d

et fixons k € [1,p]. Notons que dim(W}) € {1,2}. Si W, est une droite vectorielle, alors on dispose de A\, € R tel



que uj, = Aguy donc 1 = |luy|| = [Ag||luk|l = |Ag|- Or, d’apres la question 1, (ug,u)) = (—ug, u),) = — (ug, u},) donc
(ug,up) = 0, i.e. {(ug, \gug) = 0, i.e. Ay > 0. Finalement A\ = 1 et uj, = ug. On pose alors pour tout ¢t € [0,1],
hi(t) = wug. Si maintenant Wy est un plan vectoriel, complétons la famille orthonormée (ug) de Wy en une base
orthonormée (uy,vy) de Wj. Comme ||u}|| = 1, on dispose de oy, € R tel que uj, = cos(ay)ux, + sin(ag)vg. On pose
alors pour tout t € [0, 1], hg(t) = cos(agt)ug +sin(agt)vy. Notons que hy(0) = ug, hi(1) = u), et que hy, est continue
et est a valeurs dans la sphére de centre 0 et de rayon 1 de Wj. Posons maintenant pour tout ¢t € [0,1], V(¢) =
Vect(hi(t),..., hy(t)). D’apres notre construction et la question 3d, pour tout ¢ € [0, 1], h(t) = (h1(¢),..., hp(t)) est
une base orthonormée de V(t); on oriente V' (t) de sorte que h(t) soit une base orthonormée directe de V(¢) et on
note C(t) Porientation obtenue. Alors U(V (¢),C(t)) = Q,(h(t)). Comme h(0) = wet h(1) =u', U(V,C) = Q,(h(0))
et U(V',C") = Q,(h(1)). Enfin, par construction, ¢t € [0,1] — h(t) € EP est continue. D’autre part, d’apres la
question 10a, pour tout ¢ € [0,1],

Qp(h(t)) = D Qp(h(t))(ea)plea) = Y det(Gram((h(t), a)))2lea).

a€Z, a€l,

On en déduit que la fonction ¢t € [0, 1] — Q,(h(t)) € A,(E,R) est continue. Finalement, on a bien réussi a relier
contintiment ¥(V,C) & ¥(V',C’) en temps fini en restant dans ¥(Gr(p, E)).

e Cas 2:u ¢ C etu' ¢ C'. Alors remplacer le premier vecteur u; de u en —u; et le premier vecteur uj de v’ en —u)
ne change pas la construction de la partie I et nous ramene au cas 1.

e Cas 3:u¢ C etu € C'. Alors, en notant Cs la seconde orientation de V, u € Cy. Comme p < d, V* # {0} : on
dispose d’un vecteur v de norme 1 appartenant & V. En posant pour tout t € [0, 7],

a(t) = (—cos(t)us + sin(t)v, ug, ..., up),

on arrive & relier contintiment W(V,C) a U(V,C5) en temps fini en restant dans ¥(Gr(p, E)). Comme u € Cs
et v € C’', le cas 1 assure que l'on peut relier contintiment W(V,Cs) & ¥(V',C’) en temps fini en restant dans
U(Gr(p, E)). Finalement, par transitivité, on peut relier contintiment ¥(V,C) a ¥(V’,C”’) en temps fini en restant

dans ¥(Gr(p, E)).

e Cas 4 :ueC etu ¢ C'. Ce cas est analogue au cas 3.

Finalement, on peut conclure que [si p < d — 1, \Il(a}(p, E)) est une partie connexe par arcs de A,(E,R) |




