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1re partie
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Finalement AG = 0 sur P.
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= |- )etom = — )+ = = ; Alors
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x +y2 17 x Qxy / x H H 2 2 11 x /
AF = ¢ | = | +—¢ | =) donc AF = 0sietseulementsi (z° 4y )" | — ) + 22y’ |~ | =0
Y ?J Yy Yy Yy

L] 3 H .TQ 1 21‘ / x € / 2 / /
cest-a-dire | — +1 )¢ +—¢' | =] =0,etenposantu := — et ® := ¢, (14+u")P'(u)+2ud’(u) =0,
) ?J ) ) )

équation linéaire du premier ordre sans second membre dont les solutions sont ®(u) = TTa A € R, soit
U

o(u) = A arctan(u) + p, (A, p) € R%|AF =0 < F(x, y)=C arctang + Cy, (C1,C) € R? |

1 P . . . .
3°) t — arctant + arctan n et ¢ — sgn (t) étant impaires, il suffit de prouver la formule pour ¢ > 0;

1 111 1
L+82 2144 1+ 1442

1
Sur R, = 0 donc arctant + arctan n est

dt

. 1 b
constante sur I’intervalle R, et sa valeur est celle de arctan 1 4 arctan 1= 73

d 1
— | arctant + arctan n =

4°) Pour (x,y) € P, alorstan§ = LS
X

e Siz>0:0¢ [0, g} , et arctan(g) € [0, ;T [ donc 6§ = arctan( ) = Arg (z +iy) = g — arctan(f).
x x Yy

e Siz<0:0¢ [g,ﬂ'}, et arctan(g) € }—g,O[ donc —w + 6 = arctan(g) et d’autre part arctan(x) +
x x y
arctan(%) = —g donc arctan(%) = —g—G(x,y); —m+0 = —g— ,y)etG(z,y) = K—Arg (x+iy).

Finalement | G (z, ) = g — Arg (z + iy) pour tout (z,y) € P.

T :
5 Stoz> 0
5% g(z) = lim G(z,y) = 0 si =0 » =sgn (x)g
v
=0 —g si. <0

+oo
t .
/ R ytg)(Q )+ 5 dt est impropre en —oo et 4-oo seulement, car (z — )% +y* > y* > 0 pour tout ¢ € R.
o
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En +oo (eten —o0) ‘ 17 et/ 5 d converge, et vaut :
— 00
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b x—b r—b 0
Or, si (a,b) € R?, / % dt = / Y dt = [arctan E] donc/ Yy dt =

o @—1)2+y A y —oo (&= )2+
G( )—ﬁet/O S el )+ﬁet/+w%dt— G(z,y)
B A e B A (L E -
2 € partie
. . . x2 y2
1°) SoitC, la conique d’équation: — + =1
o a—1

o Sia < 0,alorsa — 1 < 0 et laconique C,, est vide.

o Si0a < 1,alorsa > 0eta — 1 < 0, donc C,, est une hyperbole d’axe focal O, ; a = Vaetb = V1 —«
donc ¢? = a® + b? = 1. Les foyers de C, sonten (—1,0) eten (1,0).

oSia>1a > a—1 > 0donc C, est une ellipse d’axe focal O, ; a = Va etb = va—1 donc
c* = a® — b* = 1. Les foyers de C, sonten (—1,0) eten (1,0).

2 2 2

o : : . T Yo / Lo

2 1 =—-1= 1 E ~ 20 1 ~ —29 _ De pl — _Z0 _

) airfgow(a) i (o) ; En 0, ¢(«) 5 eten 1 ¢(a) o7 Deplus, V' (a) 02
Yo

5 < 0, donc ¢ est décroissante sur tout intervalle de son ensemble de définition, d”ou le tableau :

(a—=1)

« —00 0 1 0 1 (a) a donc deux racines :
Ya)] =1 . —oofl[+o0 \, —oof+o0 \, -1 oy €]0, 1[et ap €]1, 00].

Pour (zo, yo) fixés, il existe donc une hyperbole ., et une ellipse ,, passant par My. ;1 et as sont les deux racines
2 2
y_ol = 1, c’est-a-dire (o — 1)zf + ays = a(a — 1) soit a® — (1 4 22 4 32)a + x2; Donc,

, R X
de I’équation =2 +
«

d’apres les raltions entre racines et coefficients d’un trindme, | oy 4+ a0 = 1+ 23 + 32 et ay.ap = 22 |

v

Sizg=0,¢:a— T 1 est une bijectionde R \ {1} dans R\ {—1}, donc v)(«r) = 0 a une seule racine et il
n’y a qu’une conique passant par M.

3°) La tangente en My (zo,yo) & la conique C,, a pour équation : 2o + y-yol = 1, donc le vecteur normal est
« o —
2 2 2 2
— Zo Y . — — T Yo xo(al - 1)(0[2 - 1) + yjar.ao
n(a) = —1+ 7y n(ar) n(ag) = + = . Or
() o a—1 (1) (az) arjae (o —1)(az —1) aq.as(ar)(asg)

wi(ar —1)(az — 1) +ygar.az = (2§ + yg)ar.az + (1 — ar — az)ad = (2§ + y5)zg — (¢f + y3)z5 =0
Les droites passant par M, et tangentes respectivement a chacun des deux coniques de la famille F passant par
My sont orthogonales.

ox & ox & Px Pz
4°)y —— =sh i —— =¢h :— = —chusinv; — = —ch : Ar=—"4+2"—0.
) 3 S ucosv,au2 chucosv ; 70 chusinwv ; 902 chucosv ;donc Az 2 902 0
0 9? 0 9? 2 9?
%:Chusinv;8—ug:Shusinv;a—g:Shucosv;a—vg:—shusinv;doncAyza—ug—l—a—ngo.
=\ By By | = (S a Jaen) = ey =
9% o ch?u —cos?v >0

Ce jacobien s’annule si et seulement si chu = + cos v, ce qui n’est possible que si chu = 1 = cos v, ¢’est-a-dire
SiuzOetv:g—i—le,szZ.

5°) L’image par H de la droite d’équation u = u est une courbe paramétrée par v : (X;(v) = chugcosv, Yy (v) =
Xt Y

shug sinv) , et d’équation cartésienne ;| ———
) a ch QUO sh QUO

= 1siug # 0 (c’est ladroite y = 0 si ug = 0). On
reconnait la conique C,, avec o = ch Zug.

L’image par H de la droite d’équation v = v est une courbe paramétrée par v : (X2(u) = chucos vy, Ya(v) =
X3 Yy

) cos?vg  sin® v

reconnait la conique C,, avec a = cos? vy.

shusinwg) ], et d’équation cartésienne :

=1sivg ¢ gZ (c’est ladroitex = 0sivg € gZ) On

mOO0dtlc.tex - page 2



Réciproquement,

2 2
i | 2 « | x(u,v9) = chucosvg x vy
si0 < a< 1,3 €]0, 7], @ = cos ert3u€R+{ y(uvo) = shusinvg — +1—a 1.

. . x(u,v9) = Cchugcosw z2 y?
! = —_ =
sia < 1,3y € R, o0 = chug et v e]O,w[{ ywvo) = shugsinv = -t 1.

Dans les deux cas, I'image par H de la droite concernée est C,, c’est -a-dire que H détermine une bijection de
10, +00[%]0, [ sur P.

. 0o Odxrdo 0Oy 0o 0o . 0o

© —_— = —— —_—— = h -_— h -
6°) En appliquant les formules 50 =~ 5 Da + 94 Dy S UCOS V- +c usmvay

et§—a—x@+ayao——ch in a—+sh 0o on trouve :

B dvdxr | dvoy USIVG, TS
0% f 0 of 0 of of
2= Budn =~ Bu (Shucosv% +Chusmv@> =
2 2 82 82
Chucosv%—i—shusinv%—i—shucosv (Shucosvgxf +Chusmvaayafx>+chusinv (Shucosvaxafy +Chusinva—y£>
2
et % = %% = % (—Chusinv% +Shucosv%> = —Chucosv% —Shusinv%

chwsi —ch » +sh oy +shucosv [ —chusinv oy —i—Shucosva2

— in inv—-= U COS VU — —

Uy U Ye? By D0y g2
2f 82f

Finalement A(f o H) = (ch®usin® v + sh?u cos® v) (F + F) =det(J)(H)Af
xr
D’apreés la bijectivité de H constatée plus haut: A(f o H) = 0sur]0, +oo[x]0, 7] <= A(f) =0sur P.
3 € partie
1°) On applique la formule de changement de variablesa w : (p,0) — (a + pcos8,b+ psin ) .

La matrice jacobienne de w est celle du changement en polaires dudv = pdpdd, donc // flu,v)dudv =
DT

T 27 T
// fla+pcos @, b+psin9)pdpd9:/ ( f(a—i—pcos@,b—i—psin@)d@) pdp:27r/ m(a, b, p)pdp.
oofepiﬁ 0 0 0

, - emamap =~ 2 g = 2 ios 0008 _ P Y
D’autre part, on applique la formule de Green-Riemanna P = — etQ = (alors o 0y or° +8y2 =
Af), D=D,etI't = {(z,y)p=retd € |0,2n]}:

// Af(u,v)dudv:/ ——f fd —/ (cosO@dp— psdeH) of (51n9d9+p0059d9)—f =
D rt rt dy Oz

(o ,Of . 0f / of . .0f _/ of . ,0f
/Fi (pcos&ax—l—psmeay)de—i— l( coseay +Sm98x do=0p - cosﬁax—i—smeay

27
2°) ¢ : (r,0) — f(a+ pcos,b+ psin@) est continue sur [0, b[x [0, 27[ ; Donc r — / ©(r, 0) dt est continue sur
0
[0,8[;

0 0 °r - I
3°) Posons ®(r,0) := cosea—f + sinea—§ ; alors r — / ®(r,0)dd est C>° comme intégrale ordinaire d’une
x
fonction C*° sur R x [0, 27| ;

1 27 . 27
M(a,b,r) = —/ ®(r, §) do est continue sur [0, b] comme rapport de / O(r,0)do etde w.r > 0;
0 0

rm
2
gf (a, b)—i-TCOSHZ J; +7r sin@aaxafy
2
et %(a + pcosf,b+ psinf) = %(a, b) + rcos@aaaf + rsin 9% + o(r) ; Aprés combinaison linéaire de
ces égalités de coefficients respectifs cos § et sin 6 :

D’apres la formule de Taylor-Young : 8f (a+pcos9 b+ psin ) = +o(r)
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4°)

5°)

1°)

2°)

3°)

4°)

5°)

2 2 2
®(r,0) = ®(0,0) + r cos® 9% + rsin? 9% + 27“005981119885 +

o(r) donc

L f f o > f oh 92 f
o ® I 3. T A + 5t — 42 0 sin 6 dg 1).
rm Jo (r, 6)d0 = 7‘7‘(‘/0 (83: 8y> ao 7T/0 o8 98 7 Tsin 98 7 T2cosfsin Oxdy +o(1)

af _of

Le premier terme de cette somme n’a pas de limite quand » — 0 en tout point ou —— o + = = 0, et dans ce cas f
Y

n’est pas continue en r = 0.
Soit I la fonction définie par I'(r) = f(a + pcosf,b + psinb) ;

gl; ( Hg—f + sin Hg—f> (a+ pcos @, b+ psin ), donc en intégrant pour 6 € [0, 26] :

2m 2m 1
/ a—Fdé’—/ cosﬁg +sm98f (a+ pcos,b+ psinf)do = —// Af(u,v)dudv;
o Or 0 ox oy rJ)J)p,

27
or am om 1
= 9r— = — A .
Or/O a0 df = 27 donc o (a,b,r) 5rr //DT f(u,v)dudv

M(a,b,r) = #// flu,v)dudv = %/O pmdp d’aprés 3 € 1°. Par dérivation par rapport a » €]0,b] :

aa—]y:—%/orpmdp—i— //‘m—2 _2742_2 Orpmdngm—gM

4 ¢ partie
Si f est harmonique sur P alors A f = 0, donc 887: I // Af(u,v)dudv = 0pour0 < r < b, alors m est
constante sur ]0, r[ (et donc sur [0, r[, par continuité de m en 0.) et vaut m(a, b, 0) = o 0277 f(a,b)dd = f(a,b).

f Vérifie la propriété de moyenne circulaire sur P.
Supposons que V(a, b) € P, Vr €]0,b[, m(a,b,r) = cte = K, avec K = f(a,b).

aa (K M) ; donc, pour (a,b) fixés, M est solution de I’équation différentielle
,
A 1 1
y + —y = K, dont les solutions sont y(r) = — + K (A € R). Or M(a,b,7) < —, car M(a,b,r) = O(-)
r r r r
d’apreés 3 € 1°. Il en résulte que A = 0 et que M (a,b,r) = K = f(a,b).

Alors, d’aprés 3 € 5°,

La réciproque est plus simple (;, tiens... bizarre ?) : Si M(a,b,r) = cte = K, alors Vr € [0,b], m(a,b,r) —

M(a,b,r) = =0, donc m(a,b,r) = M(a,b,r) = f(a,b) pour (a,b) fixés quelconques.

L’ application ) : (a,b) — f(a+pcos @, b+ psinf) est C* eta pour dérivée 1’ (a) = %

o (1 [* _ 1 [ of _ o
donc P <% ; fla+ pcosf,b+ psind) d9> = %/0 %(a—i-pcose,b—i— psin ) dé, soit, si f(a,b) =
of

1 27
m(a,b, ), aa—a(f(a, b)) = %(a, b) = %/O gi (a+pcos B, b+ psin 0) df Alors 3 (et, par un raisonnement
of

analogue, 8_) a la propriété de moyenne circulaire, donc spatiale, et il en va de méme par itération des dérivées

r
2 Or

(a+pcosB, b+ psinb),

secondes, et donc de A f par addition.

D’aprés 3 € 4°, si gm = 0 sur P, alors L// Af(u,v)dudv = 0donc // Af(u,v)dudv=0;
or 27r JJp, D,

- I
Soit p la fonction définie par p(a, b, r) = 2—/ Af(a+ pcos, b+ psin®)do, alors Af(a,b,r) = u(a,b,r)
™ Jo

d’aprés 4 € 4°; Deplus// Af(u,v)dudv :271'/
0 et par dérivation Vr €]0, b[ w(a,b,r)=0= Af(a,b) pourtous (a,b).

0
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pu(a, b, p)dp =0cf3€1°, doncVr €]0,b], /pu(a, b,r)dp



