Correction - ENS Maths/Info 2012

Merci de signaler les erreurs a 'adresse suivante : mickaelpechaud (arobase) gmail (point) com.

Partie 1 : Algebre des séries formelles

1. (Xr)? = 1F, le neutre pour la multiplication.

" est la suite

On montre par récurrence que pour tout n € N* la suite associée a (Xp)
(0,0,...,0,1,0,0,...) constituée de zéros et d'un unique 1 en position n.
L’initialisation est triviale.

Supposons le résultat vrai pour n € N*. On note s,, la suite associée a (Xg)", t,, celle associée a

XFr, et u, celle associée a (Xp)" .
k

Par définition, (Xp)"*! = (Xp)"Xp, dott Vk € N, wp = > _ sjts_;.
Un terme de cette somme est non-nul Ssi j = n (par hypi)t;ése de récurrence) et k — j =1, ce
qui impose k =n + 1. On a donc u, 1 = 1, et up = 0 pour tout k # n + 1, d’ou I'hérédité.
2. o Soit f: R[X] — R[[X]], définie par f(zn: apX") = En:ak(XF)k.
f est trivialement une application linéafr:e? et par déﬁ];:igion, on abien Vn € N f(X") = (Xg)".

e Montrons qu'’il s’agit d’un morphisme d’algebre. On a déja f(1) = f(X°) = X% = 15 d’aprés
la question précédente.
Soit P = > jarXy et Q = > 7_,b,X,. Par linéarité de f, et en utilisant la question
précédente, on a

FPQ) = FQ_(3_asbis)X") = 3 (D asbug) F(X) =D (3 asbis)(Xp)" — qui est la

série formelle de terme général Z?:o a;jby_j, c’est-a-dire f(P)f(Q).
e L’injectivité est triviale : par définition de f, 'unique antécédent de Of est le polynome nul.
e L’unicité est triviale :si g(X"™) = (Xg)" pour tout n € N, alors par linéarité de f et de g, pour
tout polynome P = >, a, X* € R[X], on a, g(P) = g(>_,_arX*) = >0, arg(X*) =
> oo arf (XF) = f(P).
3. (a) Oh, la belle erreur d’énoncé. .. On utilisera plutot

e Par définition, d(S,7) =0 & S=T.

e Toujours par définition, d(S,T) > 0.

e Soient S,T,U trois séries formelles. Si au moins deux séries parmi les trois sont
égales, on a trivialement d(S,U) < d(S,T) + d(T,U). Sinon, v(S,T) est le plus pe-
tit indice tel que s; # t;, et v(T,U) est le plus petit indice tel que t; # u;. Pour
tout i < min{v(S,T),v(T, U)} on as; = t = wu;. On en déduit que v(S,U) >
min{v(S,T),v(T,U)}, d’ou

1 ;. e e
S5=T1 bour éviter les divisions par 0.

v(S, U)+1 < mln{u(ST) v(T,U)}1°

Si v(S,T) < v(T,U), alors d(S,U) = V(S7(1])+1 < min{u(S,T)l,u(T,U)}—i-l - V(s,clr)+1 <
m =d(S,T) <d(S,T)+d(T,U), et de méme dans le cas symétrique.

d est donc bien une distance sur R[[X]].



(b) On considere 1p et 2.1p. Si d dérivait d’une norme |||, on aurait d(Op, 1p) = ||1r|| =
H12.1p|| = 3d(0p, 2.15).
Or d(0p,1r) =1, et d(0p,2.1r) = 1 — donc d ne dérive pas d’une norme.

4. On suppose S.T = 0p. On raisonne par I’absurde, et I'on suppose que S # 0 et T" # 0. On note
i =v(S) et j =v(T') (par définition, on a donc s; = t; = 0).
Sil'on note U = S.T, on a donc u;4; = Z;;jo Sktivj—k = si.t; 7 0 : absurde (tous les autres
termes de la somme sont nuls par minimalité de i et 7).

5. (a) e Supposons que P, (X) converge vers P.

Par définition, lim v(P,(X), Py) = +00. Pour ng assez grand, v(P,(X), Px) > 2, d'on
les 2 premiers termes de P, sont 1 et (1/ng). Mais alors, pour tout n > ng, 1/n # 1/ny,
d’ou v(P,(X), Pyx) = 1, ce qui est en contradiction avec la divergence de cette quantité
vers +o00.

e Sur R[X], P, converge vers 1 au sens par exemple de la norme || P||oc = max,cpoqy|P(x)|.

(b) e Condition nécessaire :si U™ converge vers U, alors par définition, lim v(U™ —U) =

+00. Si k € N, pour n assez grand, on a (U™ — U) > k, d’on u,(C") = Uy.

e Condition suffisante : supposons que pour tout k € N, (u,in))n soit ultimement
constante et égale a wuy.
On fixe k € N. Soit ng assez grand pour que Vn > ng Vj € [0, k], u} = ux (un tel ng

existe, car il y a un nombre fini de suites (u}), considérées).

Alors, pour tout n > ng, on a d(U™, U) > k.
On en déduit que (U™) converge vers U.

(¢) Notons U™ = Z V®_ On a donc UMY — U™ = V0D pour n > 0 et VO = 7O,
k=0
(U™),, converge Ssi (Zz(zk()) V k), Ssi pour tout j € N Y7, vj(-k) est ultimement constante

Ssi pour tout j € N, (v, ) est ultimement nulle Ssi pour tout j € N (U® — UF1), est

ultimement nulle Ssi pour tout j € N (U**1) — U¥) converge vers 0.
6. Soit j € N. Par définition de S,, (3, S,); est constante a partir de la j + 1°™° somme partielle
(ensuite ne sont rajoutés que de (Xp)", avec n > j, dont le terme d’indice j est nul), et vaut w;.
D’apres la question 1.5.b, (3, S,) converge donc vers > u, X™.

7. Je pense que vous devriez y arriver. ..

Partie 2 : Equations de séries formelles

1. o Supposons lexistence de T telle que S = (X)*.T. Soit j < k. On a s; = S27_ ((Xr)F)it; .
Pour tout 7 € [0, 7], ((X#)*); =0, car i < k. On a donc s; = 0, d’ou v(S) > k.
e Réciproquement, si v(S) > k, on définit T par Vj € N, ¢; = s;,4. On vérifie alors (a faire !)
que S = (Xp)k.T.
k
2. (a) On doit avoir sgtg = 1, et pour tout k € N*, Z Sitp—; = 0.
i=0
(b) Supposons sy # 0. On montre par récurrence forte sur k € N Pexistence de ) satisfaisant
les équations ci-dessus.

1
Pour l'initialisation, on pose ty = —. Si le résultat est vrai jusqu'a k& € N, on pose
So
k1
1 i e (o
tpr1 = —— Z Silk+1—i, et I'égalité ci-dessus est vérifiée.
s

i=1
L’existence de I'inverse est prouvée (I'unicité également au passage).
Si sg = 0, 'équation sgtg ne peut pas étre satisfaite, et donc S n’admet pas d’inverse.



(C) to = % =1.
tl = —Slto = —1.
tg = —Sltl — 52750 =1—-2=-1.
t3:—81t2—82t1—83t0: 1+42—-6=-3.

3. (a) Soient S; et Sy solutions de 'équation. On a P — Q.S; = P — .Sy, d'ou Q.(S; — S3) =0,

puis S; = Sy d’apres la question 1.4.

(b) Supposons Q(0) # 0. Notons Q! I'inverse de Q, qui existe d’apres la question 2.2.b. On a
alors (par associativité du produit...) P — Q.(Q7'.P) =0 : Q~'.P est donc solution.

(¢) SiQ(0) # 0, I'équation admet une solution d’apres la question précédente.

Supposons donc Q(0) = 0. D’apres des calculs déja menés ci-dessus, v(Q.S) > v(Q) pour
tout série formelle S. Si I’équation admet une solution, on a donc v(P) > v(Q).
Réciproquement, supposons v(P) > v(Q). Notons k = v(Q). D’apres la question 2.1, il
existe deux séries formelles P et @ telles que P = (Xp)*.P et Q = (Xr)*.Q.

On a depuis QO # 0, et Q est donc inversible. Notons alors S = Q_l.p.

Onaalors P— Q.8 = P — (Xp)F.QQ '.P =P — (Xp)*.P =P —P =0. S est donc
solution de I'équation, et le résultat est prouvé.

400 +o00 +0o
4. S = ZSan = 50 + 5, X + Z(Snfl + 5p0) X" = 50 + 51X + Z(an + 5p0) X" =
n=0 n=2 n=2
+00 +oo
So + SlXF + XF Z Sn_an_l + (XF)2 Z Sn_z)Xn_z = So + SlXF =+ XF(S — 80) + (XF)QS =
n=2 n=0

so+ (81— 50)Xr + (Xr + (Xr)?)S.
S est donc solution de P — Q.S = 0p, avec P = 59+ (51 — s0)Xr et Q =1 — Xp — (Xp)%(#£0).

5. Soit S rationnelle, non-nulle. Par définition, il existe deux polynomes P et () # 0 tels que S soit
solution de P — Q.S = 0p (avec P unitaire quitte a tout diviser par son coefficient dominant).
P

* * L
On pose alors P* = 29cd(P.Q) et Q" = pgcd(PQ) "

On a alors pged(P,Q)(P* — Q*.S) = P — Q.S = 0p. On en déduit soit que pged(P,Q) = 0
(exclu, car @ # 0), soit que (P* — @Q*.S). On a donc bien 'existence.
Pour I'unicité : soit (P, Q1) répondant aux hypotheses avec P; de degré minimal et (P, @Q)2)
répondant aux hypotheses.
Notons dy = deg(F;).
Effectuons la division euclidienne de P, par P, : il existe @ et R, avec deg(R) < d; tels que
P, =P.Q+R.
De plus, P, — S.Q1 = 0 et P, — S.Qy = 0, dou (Q.P, — P) — S.(Q.Q1 — Q) = 0, ie.
R—5.(Q.Q1 —Q2) =0.
Par hypothese de minimalité de dy, on en déduit que R = 0 (sinon, quitte a tout diviser par le
coefficient dominant de ce polynome, on a construit un nouveau couple solution dont le premier
polynéome a un degré strictement inférieur a d ).
On a donc P, = Q.P;. On en déduit S.(Q.Q1 — Q2) = 0, puis Q3 = Q.Q; car S # 0.
P et ()2 étant premiers entre eux par hypothese, (), qui les divise tous deux, est un polynome
constant. P, et P, étant unitaires, on a de plus () = 1.
Finalement, P, = P, et Q1 = ()2, d’ou 'unicité.

6. Soit S rationnelle. Si S = Op, le résultat est évident avec k =1, ng =0 et a; = 0.
Sinon, d’apres la question précédente, on a P — Q.S = 0, ou P = Num/(S) et Q = Den(S).
On note que 'on a nécessairement gy # 0, sans quoi py = 0, et P et ) sont tous deux divisibles
par X, ce qui est exclut. Notons ng = deg(P) + 1.



9.

10.

11.

n

n
Pour tout n > ng, (Q.S), = Z%Sn—i = 0, i.e. s,q0 = Z(_Qi)sn—i7 ou encore s, =

=0 i=1
4
D (= s
= D
k .
Si 'on note k = deg(Q), on a donc Vn > ngs, = Z(—&)sn_i.
i1 D

_ %

g
Je laisse les détails au lecteur : la démarche est I'inverse de celle de la question précédente :
on pose Q =1 — Zle a; X", de telle fagon que Vn > ng, (Q.S), = 0 (on reprend les calculs
précédents). On note alors P = —@Q.S, qui est bien un polynome, et ’'on a bien le résultat voulu.

Le résultat est donc prouvé, en posant a; =

C’est immédiat d’apres les questions 2.6 et 2.7. On calcule les coefficients a; a partir de @ (en
temps constant), et les premiers coefficients de S sont ceux de P. Ensuite, chaque calcul de s,
s’effectue en temps constant a partir des valeurs précédentes a l'aide de (1) (la somme contient
un nombre constant de termes).

sp peut donc étre calculé en temps O(n).
(a) Soit ® contractante. Soient S; et Sy deux solutions de I’équation. On a S; = ®(5) et
Sy = P(Sy).
Comme P est contractante, si S; # Sy, on a d(S1,.52) = d(P(S1), P(Ss)) < d(Sh,52), ce
qui est absurde.
(b) Si S+ £ 8 alors S(=1) £ S,
On en déduit que d(S"D M) < @(S™=D M) d'ot p(STH) — M) > 1(Sh=H — g()),
v étant a valeurs entieres, on en déduit le résultat demandé.
(¢) L’unicité découle de la question a.
On définit (S™), > comme & la question précédente.
Si cette suite est constante & partir d’un certain rang n, alors ®(S™) = S+ = G e
S est solution de I’équation.
Sinon, une récurrence immédiate et la question précédente montrent que (S — S™) >
n. On en déduit que pour j € N, ¥n > j, (S™+Y — S), = (. D’apres la question 1.5.c,
(S™)) converge donc au sens des séries formelles.
Notons S sa limite. Montrons que ®(S) = 5, ce qui conclura la démonstration.
Par inégalité triangulaire, d(®(S),S) < d(®(S), S™+Y) 4 d(S, ST*HV) < 4(S, STV +
d(S, S+),
Par convergence de S™ vers S, le membre de droite est de limite nulle, d’ott d(®(S), S) = 0,
ie. S =®(9).
Construisons les coefficients d’une solution de proche en proche. Si S est solution, par hypothese,
on a0 =pyo+pioeso : comme p;g# 0,1l n'y a quune seule valeur possible pour sg.
On a de plus 0 = po1 + p1,os1 + P1150 + ngsg + .. .pk,lslg, et comme précédemment, il n’y a
qu’une solution pour si.
Supposons Sy . . . s, construits. On a 0 = po 41 + P10Sn+1 + A, ot A est une somme de termes
ol interviennent seulement sg...s,. [l n’y a qu'une solution pour s,1.
En poursuivant de cette fagon, on construit donc S solution de ®(S) = 0, et elle est de plus
unique.

(a) On a pour tout n € N S2 ="} SkSp_k-
Si S est solution de I’équation, on doit avoir en particulier s2 = py, i.e. so € {\/Po, —+/Po}-

(b) On choisit 'une des 2 valeurs possibles pour so. On montre alors que 'on peut construire

une unique solution de I’équation.

On a p; = sps1 + S180 = 25180, et 'on doit donc poser s; = 2”710 (so #0).

4



Si l'on a construit s ... s,, on remarque que p,i+1 = SoSnpt1 + S1Sp + - + SpS1 + Spr1S0 =
280Sn+1+ - - ., ou les points de suspension ne fait intervenir que g ... s,. Comme sq # 0, il
existe donc une unique valeur de s, ; qui convienne.
On construit ainsi une unique solution de 1’équation.

Il y a deux valeurs de sg possibles, et donc exactement 2 solutions de 1’équation dans
R[[X]].

Partie 3 : Séries génératrices de langages

1.

4.

Supposons L C L'. Alors Vn € N, LN A" C L' A", dou L,, C L}, puis I, < I avec les
notations évidentes. On en déduit S, <p Sy, par définition de l'ordre sur S[[X]].

S’il y a égalité dans la derniere égalité, il y a en remontant égalité dans chacune des précédentes,
et on a bien L = L.

Soitn € N.Ona (LUL)NA"=(LNA")U (L' NnA").

On en déduit Vn € N#(LU L) N A™) < #(LNA") + #(L' N A™), avec égalité partout Ssi
Vn e N, (LN A") et (L' N A™) sont disjoints Ssi L et L’ sont disjoints.

Le résultat s’en déduit immédiatement.

Soit v1.v] = wy.w) € L.L', avec vy, wy € L et vj,w] € L.

Supposons |vy| < |w;|. Alors v; est un préfixe strict de wy ce qui est exclu car L est préfixe. De
la méme fagon, |v1| > |ws]| est exclu. Finalement, |v1| = |w;|, d’ou v; = wy, puis v} = w] : L.L'
est non ambigu.

(a) Raisonnons par double inclusion.

e Soit w € F. Siw € {¢,a,b}, alors w € {¢,b} U ({a,ba}.F).
Sinon, w est de longueur au moins 2. Il commence nécessairement par a ou ba. On peut
donc écrire w = a.w’ ou w = ba.w’. Dans les 2 cas, w’ € F, car il ne peut pas y avoir 2 b
consécutifs dans w'.
L’inclusion directe est donc prouvée.

e Pour l'inclusion réciproque, on remarque que {e,b} C F.
De plus, si w’' € F, aw' € F et baw’ € F (on ne fait pas apparaitre de b consécutif en
concaténant a ou ba au début du mot).
L’inclusion réciproque est donc prouvée.

(b) Dans I'inégalité précédente, I'union est disjointe.
Le produit est de plus non-ambigu, {a,ba} étant préfixe. La série génératrice de {e, b} est
1+ X, et celle de {a,ba} est X + X?. D’apres les questions précédentes, on a donc
Sp=1p+ Xp+ (Xr+ X2)Sp, ie. 1p + Xp — (1p — Xp — X2)SF, ce qui prouve que Sp
est rationnelle, avec de plus Num/(S) = 1+ X et Den(S) =1 — X — X? (qui sont bien
premiers entre eux).

(c¢) En reprenant 1’égalité de la question a, et en intersectant avec A, pour tout n € N, on
obtient fo =1, fi = 2 et pour tout n > 2, f, = f_1 + fu_2 (il s’agit donc d’une suite de
Fibonacci).

(a) Soit w; et wy dans D. Notons w = a.wy.b.ws.

On a|w|, =14 |wi]s + |wale = 1+ |wi]p + |we]p = |ws].

Si v est un préfixe de w

e soit c’est a, et il contient plus de a que de b;

e s0it c’est a.vq, ot vy est un préfixe de wy. On a donc |vy|, < |v1lp, d0U |[v], = 1+ |v1]s <
L+ foils =1+ [vp < [ols;

e soit c’est a.wq.b, et il contient autant de a que de b;

e soit c’est a.wq.b.vy, ol vy est un préfixe de wsy, qui contient plus de a que de b. Comme
a.w.b contient aucun de a que de b, on a donc bien |v|, > |v,| dans ce cas aussi.



(b)

()
()

Soit w € D, w # €. w commence nécessairement par a. On note w’ le plus court préfixe de
w tel que |w'|, = |w'|y — un tel préfixe existe car w satisfait |w|, = |w|,. w’ termine par b
(sans quoi le préfixe de longueur w de longueur |w|" — 1 contient strictement plus de b que
de a).

On peut donc écrire w’ = a.wy.b, d’ott 'on déduit une décomposition w = a.w;.b.ws (avec

éventuellement w; = € ou wy = €).

e Par définition, de w', |wi|, = |w'|s — 1 = |w'[p — 1 = |wy]p.

Soit v; un préfixe de wy. a.v; est un préfixe de w, et donc |a.v1|, > |a.v1], d’ont
|v1|a > |v1]p — 1. Supposons |vi|, = |v1], — 1. Alors |a.v1|, = |a.v1]p, ce qui contredit la
minimalité de la longueur w’. On a donc bien |vy|, > |v1]p, et donc wy € D.

e On a |wyl, = |w|g — 1 — |wi|a = |w|p — 1 — |wy|p = |wel|p. Par ailleurs, si vy est un préfixe
de wq, a.wq.b.vy est un préfixe de w’, et contient donc plus de a que de b. Comme a.wy.b
contient autant de a que de b, vy contient donc plus de a que de b. On a donc wy € D.

L’existence de la décomposition est prouvée.

Pour 'unicité, soit a.w).b.wj une autre décomposition convenant. Supposons |w}| < |wy|.

Alors w) est un préfixe de wq, qui contient autant de a que de b. w}.b est donc un préfixe

de w; qui contient strictement plus de b que de a : exclu. Symétriquement, on ne peut

avoir |wy| < |w}|. Finalement, |w;| = |w}|, d’ott wy = w) puis "unicité de la décomposition.

C’est immédiat par double inclusion, et en utilisant les deux questions précédentes.

En utilisant 1’équation précédente, et en remarquant que I'union est disjointe et le produit
non ambigu, on obtient Sp = 1p + Xp.Sp.Xp.Sp = 15 + (XF)?S% (Sp est en particulier
algébrique).

6. Pour montrer la convergence, il s’agit de montrer d’apres la question 1.5 que pour tout n € N,
(Inx)k soit ultimement constante et égale a l,,, out l,, ), = #(Lx N A") et [, = #(L N A").

On a L = UgLy, d’ou pour tout n € N, LN A™ = Ug(Lp N A™).

LN A" étant fini, et la suite (L) étant croissante, il existe kg tel que Vk > ko, Ly N A" = LN A",
d'ott Iy 1, = lp.

7.

Le résultat est donc démontré.

(a)

On procede par récurrence sur n € N.

Initialisation Ky = @ C K;. M; C A* = M,. De plus, comme Ky C M, et que V¥ est
croissante, Ky = W(Ky) C V(M) = M;.

Hérédité Supposons le résultat montré au rang n. En composant les inclusions par W,
qui est croissante, on obtient K, 11 C K190 C Mo C M.

Démontrons les inclusions les unes apres les autres.

e Soit w € K. Il existe n € N tel que w € K,,. n # 0, donc w € V(K,,_1) C ¥(K) par
croissance de ®.

e Soit w € U(K). w=V(uw'), ot w € K,, pour un certain n € N. On a donc ¥V (w') € K, 41,
doutw e K.

e Soit w € V(K). w=V¥(uw), ot w € K,, pour un certain ny € N. (K,,) étant une suite
croissante, w' € K,, pour tout n > ng. On en déduit que Vn > ngy, w' € M,, et (M,),
étant une suite décroissante, w’ € M. Finalement, w € W(M).

e Soit w € ¥V(M). w = ¥(u'), ou Vn € N, w' € M,. On en déduit que Vn € N, w €
U (M,) = M,+1. Comme trivialement w € My = A*, w appartient a tous les M,,, d’ou
w e M.

(Erreur d’énoncé, il faut évidemment lire ¥ au lieu de ®)

e On a Ky C L. En utilisant une récurrence immédiate, et la croissance de ¥, on obtient
vneNK, C L,dou K C L.

e Par ailleurs, soit w € L = U(L). w = ¥ (w'), avec w’ € L.
Une récurrence immédiate montre que Vn € N, L C M,,. On en déduit que w’ € M, puis
w € ¥(M), ce qui prouve la seconde inclusion.

6



8. On prend k = 2, ¥y = Ly, ¥ : wy — Lo.wy et g 1 (wy.ws) — Lg.wi.ws.

9. Soient L et L' deux langages tels que L C L'.
Soit w € WU(L).
e Soit w € 1y, auquel cas w € V(L').
e Soit w € Yy(wy,...w;), pour un certain [ € [1,k], et (w;...w;) € L'. Comme L C L/,

(wy ... w;) € L', d’ott ¢y (wy, ... w;) C ¥(L'). Finalement, on a donc bien w € W(L').
On a donc bien montré W(L) C W(L') : ¥ est croissante.
10. K satisfait I’équation W(K) = K d’apres 3.8.b. Reste a montrer I'unicité. Soit L tel que

U(L) = L. D’apres 3.8.c, on a déja K C L. Reste donc a montrer que L C K.
On commence par remarquer que K7 = W(Ky) = 1g. Si w € 1y, on a donc w € K; C K.

Par récurrence forte sur |w|, on montre que w € L = w € K.

Initialisation Si |w| =0, w =¢. Sie€ L= (L), alors € € ¥y (¢(w; ... w;) étant toujours de
longueur non-nulle par hypothese). On a donc w € V(K) = K.

Hérédité On suppose le résultat vrai pour tous les mots de longueur inférieure a n. Soit w € L,
tel que |[w| =n+ 1. Si w € 1y, on conclut comme précédemment.
Sinon, w € ¥y (wy, ...w;), pour un certain | € [1,k], et (w;...w;) € L' |wy| < |w|, ...
|w;| < |w| par hypothese. Par hypotheése de récurrence, on a donc (w; ... w;) € K', d’ott
Yi(wy,...w;) C Y(K) = K. Finalement, w € K, ce qui acheéve la récurrence.

11. (a) On note ¥(L) = Ly U Ly.L — qui est bien de la forme ci-dessus avec 99 = Ly et ¢ : w —
Low.
Ly est préfixe, donc € ¢ Lo, d'ou V' € Ly.w, |w'| > |w.
Il existe donc d’apres la question précédente un unique langage L solution de L = L;U Ly. L.
Lo.L n’est pas ambigu, L, étant préfixe.
Aucun mot de L; n’a de préfixe dans Lo, donc 'union est disjointe (supposons le contraire
: soit w € Ly N Ly.L. On écrit alors w = wy.w', avec wy € Ly et w’ € L. wy est un préfixe
d’un mot de L; (w) qui est dans Ly : c’est exclu).

On en déduit que l'on a donc S;, = Si, + S1,.5¢.

(b) Supposons Sy, et Sp, rationnelles. Notons P, = num(Sy, ), P, = num(Sy,), @1 = den(Sy,),
Qs = den(SL,).
On a alors tres envie d’écrire les choses suivantes : Sp, = %, Sp, = %, d’ou S;, = % +

S2.Sp, dot Sy (1 — By = Bupuis S = 53955, ou encore PiQ; — Q1(Q2 — P2).S = 0.

Pour respecter les notations de ’énoncé — refractaire aux fractions, on écrit plutot :
S, Q1= Py et S;,Q2 = P, d'ou

Q@251 = Q1Q251, + Q1Q251,.51 = Q2P + Q15 P>

puis

Q10251 = PiQ2 + Q1 PS5t

d’ou finalement

PiQy — Q1(Q2 — P2).5L =0

S, est donc rationnel.

Partie 4 : Séries formelles et séries entieres

1. On a pour tout n € N, L,, C A", d’ou I, < (#A)". On en déduit que le rayon de convergence

1
de Sy, est supérieur a —, et est donc strictement positif.

#A
2. Ce sont des résultats du cours. En voici des preuves. Notons pr et py les rayons de convergence
respectifs de T et U.



e Soit p = min{pr, pv}. Pour tout ¢ tel que |t| < p, U et T convergent en ¢. Pour tout N € N,
S urtt = >0 gukth + >0 1kt V converge donc également en ¢, et de plus en passant a
la limite dans I'égalité précédente, V() = T(t) + U(t).

e On prend le méme p que précédemment Soit ¢ tel que \t| < p. U et T convergent en t.

" k
Soitn & N.Ona 3 fuff* = Z!Zuztk Tt < 35 st = 303 e =

k=0 k= 0 i=0 k=0 i=0
> (aalleh) Y (taillt) = Z IuthI"Z talft]* < Z Iui\ltliz [til¢]*.
=0 k=i i=0 k=0 i=0 k=0

Les deux séries entieres du dernier membre convergent, et donc E wit® converge absolument,
k=0
et donc converge.

De plus, Zn wyth — i ugth i tjtj
k=0 k=0 j=0
2n 2n 2n 2n
DI DIl
p=0 g=n+1 p=n+1 ¢=0

400 “+o00 400 —+o00
< (z\upm) (z |tqtqr> . ( 5 \um) (znqtqr).
p=0 qg=n+1 p=n+1 q=

Les restes tendent vers 0, et on en déduit donc que Z wy, = Zuktk Z u]tj ie. W (t) =
k=0
T(t).U(t).

3. (a) On repart de 'équation Sp = 1p + (Xp)25%. D’apres la question 4.1, Sp converge sur
un voisinage de 0. Sur ce méme voisinage, la série entiere correspondant a 1p + (Xg)%S%
converge d’apres la question précédente, et de plus si ¢ appartient au voisinage de zéro
considéré, elle converge vers 1 + t2Sp(t), toujours d’apres la question précédente. On en
déduit que Sp est bien solution de I'équation fonctionnelle F(t) = 1+ t2F(¢)?.

(b) Notons p le rayon de convergence de la série Sp. Pour tout t €]—p, p[, on a Sp(t) = 1+253,
d’ott t25% — Sp(t) +1 = 0.
On en déduit Sp(0) = 1. Sinon, en notant X = Sp(t), on obtient £2X2 — X + 1, équation
du second degré, de discriminant 1 — 4¢2 qui a le bon gotut d’étre strictement positif au
1+\/1—4t2 — V1 —4t?
2t2 2t2 '
Si ca nest pas trop lui demander, Sp doit étre continue sur | — p, p[, et on en déduit donc

1 — /1 —4¢2

que V¢ E] - paﬂ[? gD(t) = 242
en 0 — il est par ailleurs clair que I'on ne peut pas passer continument d’une expression a
lautre.)

voisinage de 0, et de racines

(l'autre expression produisant une discontinuité

4. Finissons en beauté avec un développement en série entiéres

1 +Z 1/2(=1/2)(=3/2) ... (8= 2n)/2) ,

n!

Sur les voisinages de 0 adaptés, on a /1 +t

..(2n—3) < . (2n —2)!
1 =1 —1)" .
* Z 2”n! N Z( ) 2n=1(n — 1)!127n!

n=1

< . (2n—2)! ) (2n - 2)! ,
On en déduit V1 —4t2 =1+ Z(—l)"’ (—4t°)" =1— 22 ",

2n=1(np — 1)127n! (n—1)!n!

o 1- \/1+4t2 <= .
PUs =5 Z n—l'n' _Zn'n—i-l Zdt




n!

(n/2)!(n‘/2 +1)!

On en déduit donc que d,, = 0 si n est impair, et que d,, = si n est pair.



