Ecole nationale supérieure des Mines d’Albi, Alés, Douai, Nantes

Correction de I’épreuve de mathématiques 2008

Olivier HALGAND
olivier.halgand@ac-lyon.fr

PREMIER PROBLEME

Partie A : Etude de ¢, ‘

1. e Démontrons que ¢ est linéaire : soit P,Q € R1[X] et A\, u € R. Alors :

1P+ 5Q) = (X —a)(X ~ )P+ Q) — (X~ TV (P4 )
= (X~ (X ~)OP + Q) — (X = T2 0P 1)

:AQX_@m;mP—(X—“;%fﬁ+MOX—®MFMQ—(X—QQ%Q)
= Ap1(P) + pp1(Q).

e Démontrons maintenant que I'm(p;) C Ry1[X]. On a en particulier :

1) = (X —a)(x —b)-0- (x - E0) o (D) x

et :

P (X) = (X —a)x -1 - (x - “20) x

b
:X2—(a+b)X+ab—X2+a;r X
a+b
=ab— X.
“ 2

On a donc : ¢1(1) € Ry1[X] et ¢1(X) € R;1[X] donc, par linéarité :
(e, ) € R?, p1(a+ BX) = api(1) + Bp1(X) € Ra[X].

e Finalement :

|1 € L(Ra[X]).

2. D’apres A.1.

e
— L
|

=)

>
N—

la matrice de ¢ relativement a la base By est : M7 = Matp, (¢1) = (_

3. Par équivalences :

a+b
2

2
1 est bijective < det(M;) #0 < —( ) +ab#0 & (a+b)?—4ab#0 < (a—b)*#0,

donc :

‘ 1 est bijective si, et seulement si : a # b. ‘
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4. (a) Puisque a # b, Is polyndmes X — a et X — b ne sont pas proportionnels, donc la famille
B = (X —a,X —b) est libre. De plus elle est aussi maximale car : Card(B) = 2 = dim(RR4[X]). Donc :

‘B = (X —a,X —b) est une base de Rl[X].‘

(b)On a:

a(X—a) = (X —a)xX 81— (x - V) x—ay = () (x—a),

et :

gpl(X—b):(X—a)(X—b)-l—(X—_a;_b)(X—b):(X—b).

Donc :

a

2
0 —a+b

la matrice de ¢ relativement a la base B est : M = Matg(p1) = (

(=l
g O
~_
|
[N}

a—b(l O)
- 0o -1/°

(c¢) Puisque X —a=(-a)-1+1-Xet X —b=(-b)-1+1-X,

1 1

la matrice de passage de By & B est : Pg, g = (—a —b).

On en déduit que :

la matrice de passage de B a B; est : Pgp, = (Pgl’g)fl = ( 1 b )

(d) D’apres la formule de changement de base, on a :

M =Pgp M Pg, g e M =Pg pMPzp,.

(e) Soit p € N. Puisque M est diagonale, on a :

w=() 6 )

D’apres 4.(d) on a aussi : MY = Pg, g M? Pg 3,, donc :
Mpi(—a —b).(afb)p(l 0 ) 1 (1 b)
1=\ 2 0 (-1)?) p—a\-1 -a

p_ (@=bP! fa—(=1)Pb ab(l— (1)
M= < (1P -1 —g;+ (—l)pa)) '

d’ou :

5. (a) Par définition, I' = Vect(Iz, My, M?, M3), donc :

‘1" est un sous-espace vectoriel de Ms(R). ‘
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(b) On a d’une part :

= (7 ) ()

et, d’autre part :

a—b\?
Mf:M12~M1:( 5 ) M.

Donc :

M, M} € Vect(I, My). |

(c) D’apres ce qui précede, on peut donc écrire : I' = Vect(I2, M7). De plus, puisque I et M;
sont (trivialement) linéairement indépendantes, :

‘ (I3, M7) est une base de T ‘

6. D’apres 5.(b) et avec a =4 et b =2 on a : M} = I, c’est-a-dire que

’ (1 est une symétrie. ‘

De plus, d’apres 4.(a), la matrice de ¢; relativement a la base B = (X —4, X —2) est : ((1) _01>

Ainsi,

‘ 1 est la symétrie par rapport & Vect(X — 4) parallelement & Vect(X — 2). ‘

Partie B : Quelques généralités sur ¢, ‘

7. On démontre que ¢, est linéaire de la méme maniére que pour ;. De plus :

en(V) = -n (x - 232),

et pour k € [1,n] :

b b
on(X*) = (X—a)(X—b) kX 1 —n (X - “; >~Xk = (k—n) X +(n—2k) (%) Xk 4kabX k1.
En particulier, pour £ = n, on obtient :
b
on(X™) =—n (a;— > X" + nabX" 1.

On en déduit que : Vk € [0,n], ¢.(X*) € R,[X] et donc, par linéarité de ¢, on obtient :
VP € R, [X], ¢n(P) € R,,[X]. Finalement :

[ #n € L(Ra[X]).]

8. (a) La fonction f est une fraction rationnelle : elle est donc continue sur son domaine de
définition. Or le dénominateur est une fonction polynéme de degré 2 dont les racines sont a et b, donc
celui-ci ne s’annule pas sur I = Jar, +00[ (et méme est strictement positif sur I). Donc :

‘la fonction f est continue sur I.

(b) Puisque f est continue sur I, d’apres le théoréme fondamental de l'intégration, elle admet
des primitives sur I. En reconnaissant la forme u

une primitive de f sur I est : F:x € I — In (a:2 —(a+b)x + ab).
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2x — b
(c) L’équation différentielle peut s’écrire sous la forme : 3y’ — g 3 7x(a J(rab;_z i =

2z — b
Puisqu’une primitive de = +— g 2 —x(a —Eab;_m 3_ -

n
est EF , on en déduit que (C désignant une

constante réelle) :

n/2
les solutions de ’équation sur I sont : y : z — C<x2 —(a+b)x+ ab) = C’\/(x —a)*(z —b)".

(d) Si n = 2p est pair, alors :

a+b
2

_ a+b
nX —n 437

X-ax-n~ ="

PEK@T(Q@ZP)@(X—a)(X—b)P’—n(X— )P:0<:>P'—

Donc, d’apreés 8.(c) :

‘si n = 2p est pair, alors Ker(pz,) = Vect(Qap) avec Qup = (X — a)P(X — b)P. ‘

(e) Sin =2p+1 est impair, alors de la méme maniére, il existe C' € R tel que :

P=C(X —a)P(X —b)P/(X —a)(X —b).

Or, P est un polynéme donc :

e sia=b,alors : Ker(papy1) = Vect(R,) avec R, = (X — a)?P+?;
e sia#b, alors : Ker(popi1) = {0}.

’ Partie C : Intersections de courbes dans le cas ou n =2 ‘

9. Puisque a = b, on a : VP € Ra[X], p2(P) = (X —a)?P' —2(X —a)P, dou :

‘@2(1) =2 X +2a, po(X) = —X%+a% et pa(X?) = —2aX? —|—2a2X.‘

10. (a)Onadonc: f:2z+— —2(x —a) et g: x— —2az(x — a). Résolvons I’équation :
flz)=9g(z) & —2(x—a)=—-2azx(z—a) & 2@r—a)(l—ax)=0 & (x =aou z = 1)
a

De plus : f(a) =0et f (1) =—-2(L —a) = -2+ 2a. On en déduit que

Cy et Cy admettent exactement deux points d’intersection : A4(a,0) et B, (2, —2 + 2a). ‘

(b) On peut écrire :
2 1 2
R G
a

1 bl
a )
Ainsi
les points B, appartiennent a la courbe d’équation cartésienne : y = —2x + %

(c) On consideére la fonction u : # —» —2x + 2 dont la représentation graphique est E. On a :

2
e d'unepart: lim wu(z)+2z= lim — =0, donc la droites d’équation y = —2x est asymptote

r—+o0 T—400 X

ak;
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o d’autres part : 1in})|u(:z:)| = 400, donc la droite d’équation = 0 est asymptote a F.
—

On consideére le repere R/ = (0,7,7) avec : 7 =7Jet 7 = —v+ 2. Alors : ¥ = 27 — 7 et
7= 4" . Pour tout point M de coordonnées (x,y) dans R, on a :
—~ o o - - o - -
OM :xz+y]:x(27— ?) +yi= (2x+y)7—x?.
Ainsi, les coordonnées de M dans R’ sont (z',y') avec : ' = 2z 4+ y et y’ = —z. Dans le repére R’,
I’ensemble E a donc pour équation cartésienne : ' = —7» ou encore : 'y’ = —2. Ainsi :

‘ E est une hyperbole, d’asymptotes les droites d’équations x = 0 et y = —2z.

(d) L’allure de la courbe est la suivante :
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SECOND PROBLEME

Partie A : Etude de deux fonctions

1.
pas sur R’ . Par quotient,

(a) Les fonctions sin et 1 — cos sont continues sur R, et z — x est continue sur R et ne s’annule

‘les fonctions F' et GG sont continues sur R ‘

(b) En reconnaissant des taux d’accroissements, on a :

ST ST S . Sin/(o) _ COS(O) -1

x z—0 z—0
et : ) 0
—coszT COS T — COS
=— — —cos’(0) = sin’(0) = 0.
€T x—0 z—0

Ainsi

’ F et G sont prolongeables par continuité en 0 en posant : F(0) = 1 et G(0) = 0. ‘

2. (a) Les fonctions sin et 1 — cos sont dérivables sur R, et z — x est dérivable sur R et ne

s’annule pas sur R’ . Par quotient,

‘les fonctions F' et GG sont dérivables sur R . ‘

De plus :
* (cosz)x — (sinx)l (sinz)z — (1 —cosz)l
Ve € Ry, F(z) = p ot G'(x)= 4 ,
soit :
VZIIGR*7 F/(z):%;smx et G/(I):xSiHCC*;Jrcosx.
r x

(b) On sait que :

z3 z?
sinx?x—g—&—o(ﬁ), donc : F(m)?l—g—l—o(ﬁ)
et :
x? x
cosz = 1- -+ o(z%), donc: G(x) S35t o(z?).

On en déduit que :

1
F et G sont dérivables en 0 et : F'(0) =0, G'(0) = 3

3. (a) Par équivalences :

Fz)=0 < (sinszet m>0> = <3k€]N*,x:k:7r).

Donc :

les zéros de F' constituent la suite strictement croissante (ax)gen+avec : ay = k.

6/ 10



(b) De méme, sur RY :
Gx)=0 & cosz=1 & <3k eN*, z= 2k:7r).

Donc :

‘les zéros de G constituent la suite strictement croissante (by)ren+ avec : by = 2km = 2ay. ‘

4. (a) Soit k € IN*. La fonction F étant dérivable sur R, elle lest sur [ay, ar+1] avec : F(ag) =
F(ag+1) = 0. D’apres le théoréme de Rolle :

‘Hl‘k € ]ak, ak_H[, F’(l‘k) =0. ‘

rcosT —sinx
(b) D’aprés A.2.(a), on a: Vo € R}, F'(r) = ———5——. Ainsi, le dénominateur étant
T
strictement positif,

’sur R%, F' a le méme signe que h : x — xcosz —sinz.

(c) La fonction h est de classe € sur R4 (comme somme et produit de fonctions qui le sont),
et :
Ve € Ry, h'(z)= (cosx - xsinx) —cosx = —xsinx.

Or, d’aprés 3.(a), sin ne s’annule pas sur |ag, ag+1[, donc A’ non plus. On en déduit que :

‘ h est strictement monotone sur [ag, ag4+1]- ‘

(d) D’apres ce qui précede, sur Jag, ar+1], F'(zx) =0 < h(z) = 0. Or, la fonction h étant
strictement monotone sur cet intervalle, h, et donc F’, s’annule au plus une fois (sur cet intervalle).
Donc

pour tout k& € IN*, il existe un unique zy € |ag, ax+1[ tel que : F'(zx) = 0.

(e) Soit k € IN*. Alors :
h(ax) = (kn) cos(kr) — sin(kr) = (—1)*kn
et :
h (ak + g) = (/C?T + g) cos (lmr + g) — sin (lmr + g) =0—(—1)k = (—1)k+L.

7
Ainsi, h(ag) et b (ak + 5) sont de signes contraires et non nuls, donc, la fonction A étant continue,

d’apres le théoreme des valeurs intermédiaires, h s’annule entre aj, et aj + 5" D’apres ce qui précede,

cela signifie que :

Vk e N*, ay 6}%,%4—%[.

(f) Pour tout k € N*, on a : x > ar = k. Or : klirf km = 400 donc, d’aprées le théoréme
c—+00

de minoration

lim =z = 4o0.
k——+o0
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De plus, d’apres A.4.(e) :

a T ag + %
VEeN*, 1=-F <2k o 2
Q. ag Qg

. . apgt+ 3 . P . Tk Lo
donc, puisque lim ——2 = 1, d’apreés le théoréeme d’encadrement : lim == = 1, ce qui signifie
k— 400 ag k—+oo ay,
que :

T ~ ap = k.
k——+oo

5. L’allure de la courbe Cr est donc :

0.75 1

0.5 1

0.25 7

—0.25 1

’ Partie B : deux fonctions définies par des intégrales ‘

6. La fonction f étant de classe ¢ sur [0,1], en particulier elle est continue et donc, pour tout
x € R, les fonctions : t — f(t) cos(xt) et x — f(t)sin(xt) sont continues sur [0, 1] : elles sont donc
intégrables sur ce segment, et donc

‘pour tout réel z, les intégrales Ir(x) et J¢(x) sont bien définies. ‘

7. Puisque cos est paire et sin impaire, on en déduit immédiatement que

Iy est paire et Jy est impaire.
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8. (a) Par linéarité de l'intégrale, pour tout réel x :

If(x) + iJy(z) = /01 f(t)(cos(xt) + isin(att)) dt = /01 f(t) e dt.

Puisque f et t — e sont de classe € sur [0, 1], on peut effectuer une intégration par parties ce
qui donne, pour tout = > 0 :

d’ou :

If<x>+uf<x>—[ ] / Fit

Z

a:t

1T

Iy(e) + i () = LSO / P et d.

(b) La fonction f étant de classe € sur [0, 1], cela signifie que f et f’ sont continues sur le
segment [0, 1], et donc

‘f et f’ sont bornées sur [0,

1].|

(c) D’apres l'inégalité triangulaire, on en déduit donc que, pour tout x > 0 :

f)er —f / ¢
Ig( Jr( et dt
|[Ip (@) + iy (x ' — | f
+
2M M’
<—+—,
x x
d’ou :
A
Vr € RY, }If(x)+ijf(a:)|<;, avec A =2M + M'.
A
(d) Or, on sait que lim — =0 donc :
r—+o0 I
atllgrl-loo (If(x)—Fsz(x)) =0, dou: Ill)rfoolf( )ZIEIEOOJf( x) =0.
(e) Par parité de Iy et imparité de Jy, on a donc :
lim If(z)= lim Js(z)=0.

rT——00 rT——00

9. (a) On a la formule de trigonométrie :

(b) La fonction sin est de classe €°° sur R et |sin’| = |cos‘ <

accroissements finis :

Y(p,q) € R?, cosp—cosq= —2sin (1%) sin

(57)-

Y(u,v) € R?, |sinu — sinv| <

En particulier, pour v = 0 on obtient :

VueR, |[sinu| < |ul.
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(c) Soient z et y deux réels. On a :

[If(x) — Ip(y)| = ’/ cos(zt) — cos(yt)) dt

d’apres l'inégalité
triangulaire

d’aprés B.9.(a)

1
(4 t t—yt
é/ | f(t)] ‘QSinx Ll LNl | ’dt
o 2 2

</1yf(t)| 2><1>< (:C_Qy)t‘) dt
/|f ylt) at

W) € B |1p(x) - I;(y)] < |x—y|/0 £ ()] d.

d’aprés B.9.(c)

< /0 ’f(t)| |cos(at) — cos(yt)’ dt g

d’ou :

(d) On a, pour tout réel z : lim |z — y| = 0 donc : lim |I;(x) — I(y)| = 0, ’est-a-dire :
y—x y—x
Vo € R, ;L)rrilf(y)sz(x),

ce qui signifie que I; est continue en z. Donc :

la fonction Iy est continue sur R. ‘

10. On considere la fonction f =1 : z — 1. Alors, pour tout x > 0 :

1
1 . .
I, :/ cos(wt) df = [sm(mt)] _ sma:,
0

T
0

et :
1

— cos(zt) —cosx + 1

1
Jq :/ sin(at) dt = =
0

xT T

0
c’est-a-dire :

L =Fet J; =G.|

10 /10



