EPREUVE CCP PSI 2012, MATH I en 4 h
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Calculatrice autorisée
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1. Travaillons par équivalence :

X(t) = MV est solution de (Ep)

SSI X'(t) = AX(t)

SST AeMV = AeMV

SSI AV = AV car eM #0

SSI V est vecteur propre de A associé a la valeur propre A car V' # 0 d’apres ’énoncé.
2. La calculatrice étant autorisée, n’hésitons pas!

0 -1 1 -1
0 2 0 O .

2.1. Pour A = 0 1 1 ol trouve 4 valeurs propres complexes simples :
1 -1 1 0

|Sp(A)={1,2,ii} |

Puis pour chaque valeur propre, une base de ’espace propre :

E, = Vect( ), By =Vect(

== O O
O = = O
N

puis deux espaces conjugués

E; = Vect( ) et E_; = Vect(

—_ o O .
_ o O
S~—

D’apres la question 1.1, on en déduit 4 solutions de (Ey) :

0 0 1 —1
0 1 1o alo
X, (t) =€ e Xo(t) = e e X3(t) =" ol et Xy(t)=e" 0
1 0 1 1

11 reste & montrer que la famille (X7, X5, X3, X4) forme un systéme fondamental de solutions.

Calculons le wronskien de cette famille :

00 7 —i
_ ottt —ie (0010 0 .3
w(t) = detW (t) = e'e*’e’’e 110 ol= 2ie”" £ 0
1 0 1 1

Il est non nul : ’ (X1, Xo, X3, X4) est un systéme fondamental de solutions. ‘

On en déduit que la solution générale de ’équation homogene s’écrit :

0 0

7 —1

0 1 o o

X(t) = /\1€t 1 + )\2€2t 1 + Aze ¢ 0 + M€ ¢ 0
1 0 1 1

avec A1, Ao, A3, A4 quatres complexes.



2.2. Ecrivons le systeme obtenu :

Th(t) = —x2(t) + 23(t) — 24(t) + te!
xh(t) = 2z5(t) + €

x4 (t) = wa(t) + z3(t)

2 (t) = 21 (t) — 22(t) + 3(t) — te'

Suivons les indications de I’énoncé et commencons par trouver xs :

xh(t) = 2x9(t) + €

C’est une équation différentielle linéaire d’ordre 1 :

les solutions de I’équation homogene sont les applications ¢ — e’

Comme 2 # 1, on cherche une solution particuliere sous la forme ¢ ~ P(t)e’ ou P est un
polynome de degré 0, soit une constante. En remplacant, on trouve P(t) = —1.

Au final,
Passons ensuite a x5 :

To it AgeZt — €t

avec Ao réel. ‘

wh(t) — 23(t) = Age® — ¢t

C’est encore une équation différentielle linéaire d’ordre 1 :

les solutions de 1’équation homogene sont les applications t — \e.

t — te' est solution particuliere pour le second membre égal & t — e'.
Cherchons une solution particuliére pour le second membre égal & Aoe?.

Comme 2 # 1, on cherche une solution particuliere sous la forme t +— P(t)e*t ou P est un
polynome de degré 0, soit une constante. En remplacant, on trouve P(t) = Ao.

Au final, ’ T3 1t Azel + Aae®t — tet avec A3 réel.
Passons ensuite a z1 et x4 :
{x’l(t) = —o(t) + 23(t) — 24(t) + te'
Zh(8) = 21(1) — wa(t) + 25(1)
soit

2y (t) = —x4(t) + Aze' + €
2 (t) = 21(t) + Aze’ — 2te’ + et

C’est un systeme linéaire d’ordre 1 a coefficients constants.

Inutile de passer par les matrices. On remarque en effet que en dérivant la ligne 1 et a 'aide
de la ligne 2 :

2 (t) = =2 (t) + Aze’ + e’ = —x1(t) + 2te soit encore
o (t) + z1(t) = 2te’

C’est une équation différentielle linéaire d’ordre 2 a coefficients constants.

L’equation caractéristique a pour racine i et -i ( on retrouve les vap de A).

Les solutions réelles sont les ¢t — «cost + Ssint.

Comme 1 # =i, on cherche une solution particuliere sous la forme t + P(t)e’ ou P est un
polynéme de degré 1, soit une constante. Notons P(t) = at + b et en remplagant, on trouve
Pt)=t-1.

Au final,

Il ne reste plus qu’a dériver pour obtenir que

xy it acost + Bsint + te! — e’ avec a, réels.‘

’u(t) = —2(t) + Aze' + ' = asint — Bcost + Aze! + € ftet.‘

1(t) = accost + Bsint + tet — e
To(t) = Ape?t —éf
l‘3(t) = )\3€t + )\26% — tet

4(t) = asint — Bcost + Aze! + e — te!

xT

D’ou la solution

8



z1(0)=-1=a-1
Ajoutons alors les conditions initiales de 1’énoncé : ;zgg; i :1 ; iz _T_ 1\2
$4(0):O——6+)\3+1
Ce systeme se résout facilement : a = 0,2 =0, \3 = —-1,5=0
te! — e (t—1)et
. . —e! —e!
d’ott la solution : X(t) = Cet—tet | T~ et
—te' —tet

PARTIE 2

1. On considere la solution X de (Ey) telle que X (tg) =V, soit &4, (X) =V.
Comme @, est un isomorphisme, on <I>t_01(V) =X.

Appliquons alors ®; & la relation précédente : | (®;09; ")(V) = X(t)

2. 2.1. Notons A cette matrice : la j-éme colonne de A est l'expression de ®; (X;) = X;(to) par

rapport a la base canonique (C — 1...C' — n). C’est donc bien ’ la matrice wronskienne W (tp). ‘

2.2. Montrons que la matrice R(t,to) = W (t)(W (ty)) ™" est indépendante du systéme fondamental
(X1,...X,) choisi.
Utilisons les questions précédentes :
par I1.2.1, R(t,to) est la matrice de 'application linéaire q)toq);jl qui va de M,, 1(K) dans lui
méme, muni de sa base canonique (C;...C,,). La j-éme colonne de R(t, tg) est donc lexpression
de ®,0®,,(C;) par rapport a la base canonique (Cy...Cy).
Par I1.1, ®,0®,,(C;) est la solution de (Ey) vérifiant la condition initiale .00, (C;)(to) = C; :
cette solution ne dépend pas du systéme fondamental (X7, ...X,,) choisi :

la matrice R(t,to) = W (t)(W(ty)) ™" est indépendante du systeme fondamental (X1, ...X,,). ‘

Une autre méthode consiste o prendre un autre systéme fondamental (Y1,...Y,), de noter P
la matrice de passage de (X1,...X,) a (Y1,...Y,,), bases de U'espace de depart Sy. Il faut faire
attention ensuite aux notations : en mettant X et Y en indice pour les désigner les bases
considérées : par la formule de changement de bases, on a Wy (tg) = Wx (to)P et Wy (t) =
W (t)P. En calculant, on obtient Wy (t)o(Wy (to)) ™! = Wx (t)o(Wx (to)) ™! donc la matrice
R(t, to) = W(t)(W(to)) ™! est indépendante du systéme fondamental (X1,...X,,).

3. 3.1. On a donc R(t,ty) = W(t)(W(te)) ™ .
En dérivant par rapport a t, R'(t,to) = W' (t)(W (to)) .
De plus, W(t) = (X1(t), ..., X, (t)) donc W'(t) = (X1 (t),..., X,,(¢)). Or les fonctions X; sont
des solutions de (Ep) : X (t) = A(t)X;(t).
On obtient donc W' (t) = (X{(t), ..., X, (t)) = A(t)(X1(t), ..., Xn(t)) = A(t)W(t) d’ot au final,
R'(t,to) = A(t)R(t, to).
Multiplions cette relation par V' : on obtient que X () = R(t,to)V est solution de (Ep).

De plus, en tg, X(tg) = R(to,to)V =V.

’ X(t) = R(t,to)V est donc 'unique ( probléme de Cauchy) solution de (Ey) vérifiant X (o) = V. ‘
3.2. En calculant, R(ty,t1)R(t1,t0) = W(t)(W (1)) ' W (t — 1) (W (to)) ™t = W(ta)(W(to)) ™! =
R(tQa t())

En particulier, R(to,t)R(t,to) = R(to,to) = I, : la matrice R(¢, 1) est inversible et son inverse
est

(R(t, t0))~" = R(to,1)



4. 4.1.

4.2.

4.3.

1.2.

Comme X (t) = R(t,to)V(t), en dérivant le produit de matrices, on a X'(t) = R'(t,t0)V (t) +
R(t, to)V'(t).
Or d’apres 11.3.1, R'(t,tg) = A(t)R(t, to) : X'(t) = A(t) X (t) + R(t, to)V'(1).

Comme X est solution de (F), on en déduit que ’ R(t,t0)V'(t) = B(t). ‘

Cette question comporte une erreur d’énoncé car V n’est pas solution de V. Par contre, l’ex-
pression demandée de V est juste

De la question précédente, on déduit que V'(t) = R(t,to) ' B(t) = R(to,t)B(t) par I1.3.2.

¢
En prenant une primitive, on en déduit que V(t) = / R(to,u)B(u) du convient.
to

Notons alors Y (£) = R(t, o)V (1) = R(t,to) / " Rto, u)B(u) du = / " R(t. o) R(to. u)B(u) du,

to

t
Par 11.4.4., on a Y (¢) = / R(t,u)B(u) du.

to
La fonction Y est dérivable sur I et par 11.4.1

Y'(t) = R'(t, to)V (t) + R(t, to) V' (t) = At)Y (t) + R(t, to)R(to, t)B(t) = At)Y (t) + B(t).

’ Y est donc une solution particuliere de (E). ‘

PARTIE 3

. Cherchons une solution polynomiale sous la forme y(t) = a;t™ + .... + ag avec a,, # 0.

Le polynome y est donc de degré m. Sa dérivée est de degré m — 1 et t(t —1)y” (t) est aussi de
degré m.
Comme y est solution de (eg), en cherchant le terme de degré m dans

t(t — 1)y"(t) + 3y (t) + 6y(t) = 0

On obtient m(m — a)a,t™ + 6a,,t™ = 0 avec a,, # 0.
On en déduit que m(m — 1) + 6 = 0 soit m = 3 ou m = —2, cette derniére solution étant
impossible.

Les solution polynomiale sont donc de degré 3. ‘

Notons alors y(t) = at® + bt? + ct 4 d une telle solution.
Remplagons dans 1’équation (eg) :
En regroupant les termes de méme degré

(6a — 6a)t® + (2b — 6a + 9a — 6b)t* + (—2b + 6b — 6¢)t + 3¢ — 6d = 0

On en déduit que { ¢ =

Les polynomes solutions de (e) sont donc les P(t) = %(4153 + 3t 42t + 1).

Si on ajoute la condition initiale P(0) = 1, on obtient que a = 4 et 'unique solution est alors

P(t)=4t3 +3t> + 2t + 1

1
Soit Q(t) = [(=E Cette fonction est de classe C*° sur | — 1, 1].
On obtient en dérivant
! 2 1" 6
t = — t - -

En remplacant dans (e), on trouve bien que @ est solution de (eg).



1.3. i. On cherchons maintenant les solutions développables en série entiere.

o0
Ecrivons une telle solution sous la forme y(t) = Z a,t® et notons R son rayon de conver-
gence. h=0
Cette fonction est de classe C*™ sur | — R, R|.
o0
De plus, 3/( Z kapt® =1y (t) = Z k(k — 1)apth=2.
k=2

Remplagons danb (eo) :

—1) i E(k — 1)agt" 243 i kagt"™' — 6 i apt®* =0

k=2 k=1 k=0

> k(k = Dagt® = k(k — Dapt* ™ + 33 kapt"™ ' -6 ayth =
k=2 k=2 k=1 k=0

Soit en faisant les changements d’indices adéquates :

o0

Zk‘( —laktk Zk—‘r kak+1tk+3z ]f-l—l ak+1t —6Zaktk 0
k=1 k=1 k=0

L’intervalle commun de sommation va de 2 & oo : par unicité des coefficients d’une série
entiere, on en déduit que :

a1 = ap/2, ag = 3a1/2 et

Vk =2, (k(k—1)—6)ar + 3(k+1) — k(k+1))ar+1 =0,

soit (k —3)(k + Dagy1 = (k —3)(k + 2)ay.

Dot |si k # 3, agy1 = %ak
Au final, on peut donc écrire que a; = 2ag, az = 3ag , a3 = —as = 4ag et Vk > 4,
k+1
ap = k‘ ap—1-
On a alors ap = k—’_lak,l = Rl & — Qg = ... = EL..EM = k+1a4.
k Tk k-1 k k—1 5 5

La série entiere s’écrit donc | y(t) = ag(1 + 2t + 3t* + 4t%) + % Z kE+1)t
k=4

Trouvons le rayon de convergence de la série entiere :

— Si aqg =0, on a la série entiere nulle de rayon +oo.

— Si a4 # 0, les coefficients sont tous non nuls : utilisons la régle de d’Alembert :
| ak11 E+2

|= —— qui tend vers 1 quand k — +o0. Le rayon est alors R =1
ag kE+1

kE+1
5

ii. Avec la question précendente, on en déduit que kg =4 : Vk > 4, |a = a4.

Retouvons alors les fonctions P et Q.

Trouver le développement en série entiere de Q(t) = e
1 o0
Partons du DSE connu : —— = Ztk, de rayon R = 1.
1—1t =
On peut le dériver sur | — 1, 1] et on obtient alors

Zkt’“ ! ik+1)tk
k=0

Qt) =




Dans 'expression précedente, nous avions

S (k+ Dt =Y (k4 1)t — 1 -2t - 3¢ — 4t = Q(t) — P(t)
k=4 k=0

Au final, on trouve donc que la série entiere précédente s’écrit | y(t) = agP(t) + %(Q(t) — P(t))

On retrouve donc P en prenant ag =1 et a4 = 0 et Q en prenant ag = 1 et ag =5

. On pose X(t) = < u(t) > donc

y'(t)
X'(t) = ( v ) = ( ) —att) ) ( 0 ) " ( e )
Posons alors A(t) = < —l?(t) —al(t) ) ot B(t) = ( so(()t) )
On obtient alors I'équation matricielle (E) : X'(t) = A(1)X () + B(t)

.2. 1l s’agit d’inverser la matrice W (tg) = < f? 99 >
fo 9
t

1 1 / .
Par la formule A~! = ComA), on obtient W (¢ 1< 90 go)
vl formule A= g (ComA) omobtient Wlto) ™= 2= po \ % fo
fao—afy  fog—gof >

1
Calculons ensuite la résolvante : R(t,ty) = W ()W (to) ' = Fodt — TTa0 ( gt —f1d d'fo—f'g
090 — Jo90 0o~ Jo 0~ 0

20t*
. On se place sur I =0, 1[. L’équation (e) s’écrit alors y” + 0 ?i 1)y/ - t(ti 1)y = t(tO— s
0 1 0
Posons alors A(t) = 6 3 et B(t)=| 20t3
tt—1) tt-1) 1

On obtient alors I’équation matricielle (F) : X'(t) = A(t) X (t) + B(t).
. Notons alors f(t) = P(t) et g(t) = Q(t).

1
43 +3u? +2u+1 ——
| P (i
On a det W(u) Pl(u) Q/(U) 12u% + 6u + 2 L
(1—wu)
2 3 9 9 20u3
En calculant, | det W (u) = W@u +3u+2u+1—(1—u)(6u”+3u+1))= [ # 0.
Enfin, Q(t)P(u) — P(t)Q(u) = 8 _1 o (4u® + 3u® + 2u + 1) — ey _1u)2 (463 + 3t + 2t + 1)

v
(1—t2(1— )

. Appliquons tous les résultats vus précedemment .

Q)P(v) — P)Q(u) = (4u® — 5ut — 415 + 5t1).

t
Par 11.4.3, on sait que X (t) = / R(t,u)B(u) du est une solution particuliere de (FE).

to
En prenant la premiére coordonnée, on aura alors y(t) une solution particuliere de (e).
0
Calculons R(t,u)B(u) = R(t,u) | 20u?
u—1

Or, seule la premiere coordonnée de ce produit nous interesse : écrivons donc R(t,u) sous la

7?7 %
forme R(t,u) = ( 5 9 )

Nous avons uniquement besoin de connaitre * :



D’apres les questions précédents,

_ Q)P(u) — P(t)Qu)  (1—wu)® 1 ) .
= detW (u) T 200 (- 0)2(1— )2 (4u® — 5ut — 415 + 5t1)
(4w —5ut —4t° + 5 (1 — )

T 20u3(1 — t)2 '

Multiplions alors par B(u) et intégrons : on obtient

(t) = /t (4u® — 5ut — 415 + 5t4) (1 — u) 20u3 d
= 20u3(1 — t)2 u—1°"
b —(4u® — 5ut — 4t° + 5t 1 K
donc y(t) = / (tu " 5 +5t) du = 5 / 4% — 5t* — 4u® + 5ut du
to (1 - t) (]‘ - t) to
1

¢
On obtient ainsi / 4t° — 5t* — 4u® + 5u* du, solution particuliere de (e).

to

y(t) = [(E=DE

Appliquons alors Chasles sur l'intégrale :

t to
/ 4¢° — 5t* — 4u® + 5ut du — / 4¢° — 5t* — 4u® + 5u* du
0 0

1
v =g CDE

Calculons cette seconde intégrale :

1 fo 1 _
W / 4t5 — 5t4 — 4U5 + 5U4 du = (1 t)2 [4t5u — 5t4’U, - 4u6/6 + u5]5;(t)0
_ 0 _
=T [4t5ty — 5ttty — 4t3/6 4 t]].

Essayons alors de faire apparaitre P et @, les solutions de I’equation homogene :

1 5 t
m(u to — 5ttt — 4t /6 + t5) = a _Ot)z (4t° — 5t) + Q(t)(—4t5 /6 + t3)

Effectuons la division euclidienne de 4> — 5t* par (1 —¢)? :

45 — 5t = (43 + 32 42t +1)(1 - 1)? — 1

45 — 5¢* 1
dott ——— =434+ 3t2+2%t+1— ——— = P(t) — Q(b).
ou (1—t)2 + + + (1—t)2 () Q()

1 to
A fnal, / 465~ 5t% — 408 4 50t du = to(P(8) — Q1)) + (—4£5/6 + £5)Q(1) : cest

donc une solution de I’équation homogene car combinaison linéaire des fonctions P et Q.

1 t
On en déduit que |t — W / 4t° — 5t* — 4u® 4 5u’ du est une solution paticuliere de (e).
- 0

1 _
Calculons alors cette intégrale : y(t) = e [4t5u — 5ttu — 4u8 /6 + u]u=L.
) 1 6 5 6 5 1060 — 1265
Elle vaut alOI‘b y(t) = m[llt — 5t — 4t /6 +t ] = m

1065 —12¢>  2t°(5t — 6)
Done \y(t) = a7 = 3u 12

est une solution particuliere de (e).

En reprenant tout ce qui a été fait précédemment, on a une solution particuliere de ’équation
avec second membre (y) et une base (P, Q) de I’équation homogene.

Trouvons alors les solutions de (e) sur [0,1] : on commence par se placer sur ]0,1][.
D’apres le cours sur les equations différentielles linéaires d’ordre 2, les solutions de (e) sont les
fonctions t — y(t) + aP(t) + SQ(t) soit encore

10t% — 12¢° 1
_— 1+ 2t + 3% + 4¢3 —_—
31 =1) + ol + 2t + 3t + )+ﬂ(1—t)2

De plus, de telles fonctions se prolongent naturellement en fonctions de classe C? sur [0,1].



Elles sont solutions de (e) sur ]0, 1[. Il reste & voir ce qui se passe en 0.
L’équation (e) devient en 0, 3y’ (0) — 6y(0) = 0.
On a déja y(0) = a+ 8.

5 4 2 6 5
De plus, y'(t) = (12067 — 120£7)(1 62 _+t)24(20t 24051 1) +04(12t2+6t+2)+57(1 —
donc ¢/ (0) = 2a + 28 = 0 : la relation 3y’ (0) — 6y(0) = 0 est vérifiée et donc les fonctions
précédentes sont bien solutions sur [0, 1] tout entier.

En conclusion,

2t5 (5t — 6)

3012 + ol 42t 4312 +4%) + B

les solutions de (e) sur [0, 1] sont les ¢ — avec a, f € R

1
(1-*

Enfin, ajoutons la condition initiale y(0) = 0 et 3'(0) =0 :

y(0) = 0 donne a + 8 = 0.

On a vu ci-dessus que 3/ (0) = 2a + 28 = 0 soit encore a + 3 = 0.

Les solutions de (e) sur [0, 1] vérifiant la condition initiale demandée sont donc les fonctions

2t5(5t — 6)

W avec « dans R.

1
142 2443 - ———
+af(1 42t 4+ 3t° +4t°) (1_t)2}

2t°(5t — 6) 45 — 5t4

30 =1)° +a(1_t)2 avec o dans R.

soit encore |t —




