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A Préliminaire

1. On a le développement en série entière suivant :

∀x ∈ ]−1, 1[, (1 + x)α = 1 +

∞
∑

k=1

α(α − 1) . . . (α− k + 1)

k!
xk.

Ave
 α = −1

2
et en substituant x par −x, on obtient :

1√
1− x

= 1 +

∞
∑

k=1

(

− 1
2

) (

− 1
2 − 1

)

. . .
(

− 1
2 − k + 1

)

k!
(−x)k = 1 +

∞
∑

k=1

(

− 1
2

) (

− 3
2

)

. . .
(

1−2k
2

)

k!
(−1)kxk.

Posons : a0 = 1 et : ∀k ∈ N
∗, ak =

(

− 1
2

) (

− 3
2

)

. . .
(

1−2k
2

)

k!
(−1)k. Alors :

∀k ∈ N
∗, ak =

1
2 · 3

2 · · · 2k−1
2

k!
=

1.3 . . . (2k − 1)

2k. k!
=

1.3 . . . (2k − 1)

2k. k!
× 2.4 . . . (2k)

2.4 . . . (2k)

=
(2k)!
(

2k. k!
)2 =

(2k)!

4k.(k!)(2k − k)!
=

(

2k
k

)

4k
.

Comme on a aussi :

(

0
0

)

40
= 1 = a0, on peut don
 é
rire :

∀x ∈ ]−1, 1[,
1√
1− x

=

∞
∑

k=0

(

2k
k

)

4k
xk.

B Identité de Karamata

2. Pour tout x ∈ ]−1, 1[, on a : xp+1 ∈ ]−1, 1[. Or, on a la formule de fa
torisation suivante :

1− xp+1 = (1− x)

(

p
∑

k=0

xk

)

,

don
 :

√

1− xp+1f(xp+1) =

√

√

√

√(1− x)

(

p
∑

k=0

xk

) ∞
∑

k=0

ak
(

xp+1
)k

=

(

√
1− x

∞
∑

k=0

akx
(p+1)k

)

√

√

√

√

p
∑

k=0

xp.

Or, par hypothèse : lim
x→1
x<1

√

1− xp+1f(xp+1) =
√
π, et : lim

x→1

√

√

√

√

p
∑

k=0

xp =

√

√

√

√

p
∑

k=0

1 =
√

p+ 1, don
 :

lim
x→1
x<1

√
1− x

∞
∑

k=0

akx
(p+1)k =

√

π

p+ 1
.
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3. La fon
tion : t 7→ e−(p+1)t

√
t

est 
ontinue et positive sur R
∗
+.

• Au voisinage de 0 :

e−(p+1)t

√
t

∼
t→0

1√
t
et

∫ •

0

dt√
t
est une intégrale de Riemann 
onvergente.

• En +∞, on a : lim
t→+∞

t2
e−(p+1)t

√
t

= 0 par 
roissan
es 
omparées, don
 :

e−(p+1)t

√
t

=
+∞

o
( 1

t2

)

,

et

∫ +∞

•

dt

t2
est une intégrale de Riemann 
onvergente.

Don
,

l'intégrale

∫ +∞

0

e−(p+1)t

√
t

dt 
onverge.

Pour le 
al
ul de 
ette intégrale, on pose le 
hangement de variable : u = (p+1)t qui est de 
lasse

C 1
sur R+. On obtient don
 :

∫ +∞

0

e−(p+1)t

√
t

dt =

∫ +∞

0

e−u

√

u
p+1

du

p+ 1
=

1√
p+ 1

∫ +∞

0

e−u

√
u
du =

√

π

p+ 1
.

On a don
 bien :

lim
x→1
x<1

√
1− x

∞
∑

k=0

akx
(p+1)k =

∫ +∞

0

e−(p+1)t

√
t

dt.

4. Soit Q =

degP
∑

p=0

αpX
p
un polyn�me. D'après la question pré
édente :

∀p ∈ J0, degP K, lim
x→1
x<1

√
1− x

∞
∑

k=0

akx
(p+1)k =

∫ +∞

0

e−(p+1)t

√
t

dt,

soit :

lim
x→1
x<1

√
1− x

∞
∑

k=0

akx
kxpk =

∫ +∞

0

e−t e−pt

√
t

dt.

Par linéarité de l'intégrale et de la limite (lorsque les intégrales, les limites et la somme sont �nies),

on en déduit que :

degP
∑

p=0

αp lim
x→1
x<1

√
1− x

∞
∑

k=0

akx
kxpk =

degP
∑

p=0

αp

∫ +∞

0

e−t e−pt

√
t

dt.

soit :

lim
x→1
x<1

√
1− x

∞
∑

k=0

akx
k

(

degP
∑

p=0

αpx
pk

)

=

∫ +∞

0

e−t

(

degP
∑

p=0

αp e
−pt

)

√
t

dt.

ou en
ore :

lim
x→1
x<1

√
1− x

∞
∑

k=0

akx
kQ(xk) =

∫ +∞

0

e−t Q(e−t)√
t

dt.

5. La fon
tion h est 
ontinue par mor
eaux et positive sur [0, 1], don
 la fon
tion : t 7→ e−t

√
t
h(e−t)

est 
ontinue par mor
eaux et positive sur R
∗
+.

• Au voisinage de 0 : e−t ∼
t→0

1 don


e−t

√
t
h(e−t) ∼

t→0

1√
t
et

∫ •

0

dt√
t
est une intégrale de Riemann


onvergente.

• Pour t > 1, on a : h(t) = 0 don
 :

∫ +∞

1

e−t)√
t
h(e−t) dt = 0 (elle est don
 
onvergente !).
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Don
,

l'intégrale

∫ +∞

0

e−t

√
t
h(e−t) dt 
onverge.

Et :

∫ +∞

0

e−t

√
t
h(e−t) dt =

∫ 1

0

1√
t
dt =

[

2
√
t
]1

0
,

d'où :

∫ +∞

0

e−t

√
t
h(e−t) dt = 2.

6. Soit x ∈ [0, 1[. Alors, la suite (xk)k∈N dé
roît et tend vers 0. En parti
ulier, il existe un rang n0

à partir duquel : 0 6 xk <
1

e
. Don
, à partir du rang n0, on a : akx

kh(xk) = 0 et ainsi :

pour tout x ∈ [0, 1[, la série

∑

akx
kh(xk) 
onverge.

7. Pour x = e−
1
n
, on a : xk = e−

k
n <

1

e
⇔ k > n et : lim

n→+∞
e−

1
n = 1−, et aussi :

∞
∑

k=0

akx
kh(xk) =

n
∑

k=0

ak. D'après l'égalité de Karamata, on obtient don
 :

lim
n→+∞

√

1− e−
1
n

n
∑

k=0

ak =

∫ +∞

0

e−t h(e−t)√
t

dt = 2.

Or :

e−
1
n =

+∞
1− 1

n
+ o
( 1

n

)

, d'où : :

√

1− e−
1
n =

+∞

1√
n
+ o
( 1√

n

)

.

Don
 :

n
∑

k=0

ak ∼
n→+∞

2
√
n.

C Théorème taubérien

8. • D'une part, puisque α ∈ ]0, 1[, on a : αn ∈ ]0, n[ et don
 : [αn] ∈ J0, n− 1K. Don
 :

Sn − S[αn] =

n
∑

k=[αn]+1

ak.

Or, 
ette somme 
omporte n−
(

[αn]+1
)

+1 = n− [αn] termes positifs, tous supérieurs (ou égaux)

à an 
ar la suite (an)n∈N est dé
roissante. Don
 :

an 6
Sn − S[αn]

n− [αn]
.

• D'autre part, puisque β > 1 alors : βn > n don
 : [βn] > n. Or, par hypothèse, n− [βn] 6= 0,

don
 : [βn] > n. Ainsi, la somme S[βn] − Sn =

[βn]
∑

k=n+1

ak 
omporte [βn] − n termes positifs, tous

inférieurs (ou égaux) à an+1, don
 aussi à an, et ainsi on a l'inégalité :

S[βn] − Sn

[βn]− n
6 an.

On obtient don
 l'en
adrement :

S[βn] − Sn

[βn]− n
6 an 6

Sn − S[αn]

n− [αn]
.

3 / 8



9. • On sait que : ∀γ > 0, ∀n ∈ N
∗
tels que [γn] > 0, on a :

γn− 1 < [γn] 6 γn, don
 : 1− 1

γn
<

[γn]

γn
6 1.

D'après le théorème d'en
adrement, on en déduit don
 que : lim
n→+∞

[γn]

γn
= 1 et don
 que :

[γn] ∼
n→+∞

γn. On en tire :

lim
n→+∞

n

[γn]
=

1

γ
.

• On a aussi :

S[γn]√
n

=

[γn]
∑

k=0

ak

√
n

∼
n→+∞

par hypothèse

2
√

[γn]√
n

∼
n→+∞

2
√
γn√
n

,

don
 :

lim
n→+∞

S[γn]√
n

= 2
√
γ.

10. D'après 8., on a l'en
adrement :

S[βn]−Sn√
n

[βn]−n

n

6
√
nan 6

Sn−S[αn]√
n

n−[αn]
n

.

Or :

S[βn]√
n

∼
n→+∞

2
√

β,
Sn√
n

∼
n→+∞

2 et

[βn]

n
∼

n→+∞
β. d'où l'équivalent :

S[βn]−Sn√
n

[βn]−n

n

∼
n→+∞

2
√
β − 2

β − 1
.

De la même manière, on a aussi :

Sn−S[αn]√
n

n−[αn]
n

∼
n→+∞

2− 2
√
α

1− α
.

Par dé�nition des limites, on a don
 :

∀ε > 0, ∃n0 ∈ N, ∀n ∈ N, n > n0 ⇒ 2(
√
β − 1)

β − 1
− ε 6

√
nan 6

2(1−√
α)

1− α
+ ε.

11. D'une manière générale, pour x > 0 et x 6= 1, on a :

2(
√
x− 1)

x− 1
=

2(
√
x− 1)

(
√
x− 1)(

√
x+ 1)

=
2√
x+ 1

−→
x→1

1.

Ainsi, pour tout ε > 0 il existe des réels α et β tels que : 0 < α < 1 < β et n0 ∈ N véri�ant :

∀n > n0, 1− 2ε 6
2(
√
β − 1)

β − 1
− ε 6

√
n an 6

2(1−√
α)

1− α
6 1 + 2ε.

On en déduit don
 que :

lim
n→+∞

√
n an = 1, soit : an ∼

n→+∞

1√
n
.
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D Mar
he aléatoire

12. Puisque les variables aléatoires Xi sont indépendantes, on a :

P
(

Xk+1 = i1, . . . , Xn = in−k

)

=

n
∏

j=k+1

P
(

Xj = ij−k

)

=

(

1

2

)n−k

.

De même :

P
(

X1 = i1, . . . , Xn−k = in−k

)

=

n−k
∏

j=1

P
(

Xj = ij
)

=

(

1

2

)n−k

.

D'où l'égalité :

P
(

Xk+1 = i1, . . . , Xn = in−k

)

= P
(

X1 = i1, . . . , Xn−k = in−k

)

.

13. On a les égalités suivantes :

P
(

Sk+1 − Sk = j1, Sk+2 − Sk = j2, . . . , Sn − Sk = jn−k

)

= P



Xk+1 = j1, Xk+2 +Xk+1 = j2, . . . ,

n
∑

j=k+1

Xj = jn−k





= P
(

Xk+1 = j1, Xk+2 = j2 − j1, . . . , Xn = jn−k − jn−k−1

)

Et de la même manière :

P
(

S1 = j1, S2 = j2, . . . , Sn−k = jn−k

)

= P (X1 = j1, X2 = j2 − j1, . . . , Xn−k = jn−k − jn−k−1)

La question pré
édente permet don
 de 
on
lure :

P
(

Sk+1 − Sk = j1, Sk+2 − Sk = j2, . . . , Sn − Sk = jn−k

)

= P
(

S1 = j1, S2 = j2, . . . , Sn−k = jn−k

)

.

14. Par dé�nition : An
k = {Sk = 0} ∩ {Sk+1 6= 0} ∩ . . . ∩ {Sn 6= 0}, et don
, d'après la formule des

probabilités 
onditionnelles :

P(An
k ) = P(Sk = 0) P(Sk=0)

(

Sk+1 6= 0, . . . , Sn 6= 0
)

.

Or, évidemment :

P(Sk=0)

(

Sk+1 6= 0, . . . , Sn 6= 0
)

= P(Sk=0)

(

Sk+1 − Sk 6= 0, . . . , Sn − Sk 6= 0
)

.

Or, Sk+1 − Sk = Xk+1, . . . , Sn − Sk = Xk+1 + · · ·+Xn ne dépendent que de Xk+1, . . . , Xn alors

que Sn ne dépend que de X1, . . . , Xn. On en déduit que Sk+1 − Sk, . . . , Sn − Sk ne dépendent pas de

Sk, et don
 :

P(Sk=0)

(

Sk+1 6= 0, . . . , Sn 6= 0
)

= P
(

Sk+1 − Sk 6= 0, . . . , Sn − Sk 6= 0
)

.

On peut don
 é
rire :

P(Sk=0)

(

Sk+1 6= 0, . . . , Sn 6= 0
)

= P





⋃

j1,...,jn−k 6=0

(

Sk+1 − Sk = j1, . . . , Sn − Sk = jn−k

)





=
∑

j1,...,jn−k 6=0

P

(

Sk+1 − Sk = j1, . . . , Sn − Sk = jn−k

)


ar les évènements sont in
ompatibles : on ne peut avoir Sk+1 − Sk = j1, . . . , Sn − Sk = jn−k et

Sk+1 − Sk = j′1, . . . , Sn − Sk = j′n−k s'il existe p tel que jp 6= j′p.
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En�n, la question pré
édente nous donne alors :

P(Sk=0)

(

Sk+1 6= 0, . . . , Sn 6= 0
)

=
∑

j1,...,jn−k 6=0

P

(

S1 = j1, . . . , Sn−k = jn−k

)

,

et don
 :

P(Sk=0)

(

Sk+1 6= 0, . . . , Sn 6= 0
)

= P
(

S1 6= 0, . . . , Sn−k 6= 0
)

= P(En−k).

On obtient don
 bien :

∀k ∈ J0, nK, P(An
k ) = P(Sk = 0)P(En−k).

15. • Soient k, k′ ∈ J0, n− 1K ave
 k′ < k. Par dé�nition, An
k′ = {Sk′ = 0} ∩

n
⋂

i=k′+1

{Si 6= 0}.

Considérons ω ∈ An
k′ . Alors Sk(ω) 6= 0 
ar k ∈ Jk′ + 1, nK, et don
 : ω 6∈ An

k . On en déduit don


que An
k′ ∩ An

k = ∅, 
'est-à-dire que les An
k sont deux à deux disjoints.

• Soit maintenant ω ∈ Ω. Alors :
- soit T (ω) > n auquel 
as : ω ∈ An

0 ;

- soit T (ω) 6 n et alors, en posant p = max
{

k ∈ J1, nK, Sk(ω) = 0
}

, alors : ω ∈ An
p .

Don
, on en déduit que :

n
⋃

k=0

An
k = Ω.

• Finalement, on a don
 :

n
∑

k=0

P(An
k ) = P

(

n
⋃

k=0

An
k

)

= P(Ω) = 1,

d'où, d'après la question pré
édente :

n
∑

k=0

P(Sk = 0)P(En−k) = 1.

16. E�e
tuons le produit de Cau
hy des deux séries de rayon de 
onvergen
e > 1 :

( ∞
∑

k=0

P(Sn = 0)xn

)( ∞
∑

n=0

P(En)x
n

)

=

∞
∑

n=0

αnx
n,

ave
, en utilisant la question pré
édente :

∀n ∈ N, αn =
n
∑

k=0

P(Sk = 0)P(En−k) = 1.

Don
 :

( ∞
∑

k=0

P(Sn = 0)xn

)( ∞
∑

n=0

P(En)x
n

)

=

∞
∑

n=0

xn =
1

1− x
.

17. • Supposons n impair. Alors, puisque Xk(ω) = ±1 pour tout entier k et tout ω ∈ Ω, alors
n
∑

k=1

Xk(ω) 
ontient un nombre impair de nombres impairs, 
e qui donne un résultat impair. Don
 :

si n est impair, alors : P(Sn = 0).

• Supposons n pair. Pour obtenir une somme nulle, il faut et il su�t qu'il y ait exa
tement le

même nombre, 
'est-à-dire

n

2
, de +1 et de −1. Dans 
e 
as, on a don
 :

P(Sn = 0) =

(

n
n
2

)(

1

2

)
n
2
(

1

2

)n−n
2

,
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et ainsi :

si n est pair, alors : P(Sn = 0) =

(

n
n
2

)(

1

2

)n

.

18. On a don
 :

∞
∑

n=0

P(Sn = 0)xn =

∞
∑

n=0
n impair

(

n
n
2

)

1

2n
xn =

∞
∑

k=0

(

2k

k

)

1

22k
x2k =

∞
∑

k=0

(

2k
k

)

4k
(x2)k =

1.

1√
1− x2

.

D'où, d'après 16. :

∞
∑

n=0

P(En)x
n =

1

1− x

√

1− x2 =

√

(1− x)(1 + x)

1− x
,

don
 :

∀x ∈ ]0, 1[,

∞
∑

n=0

P(En)x
n =

√

1 + x

1− x
.

19. Posons, pour tout n ∈ N : an =

√

π

2
P(En). Alors la série

∑

akx
k

onverge absolument sur

]−1, 1[ et 
onsidérons sa somme f . Alors, d'après la question pré
édente :

∀x ∈ ]0, 1[, f(x) =

√

π

2

√

1 + x

1− x
.

De plus : lim
x→1
x<1

√
1− xf(x) =

√
π, et don
, d'après B.7., on a :

n
∑

k=0

ak ∼
n→+∞

2
√
n,

et don
, d'après C.11., on a :

ak =

√

π

2
P(En) ∼

n→+∞

1√
n
,

et ainsi :

P(En) ∼
n→+∞

√

2

πn
.

20. On a évidemment : {T = +∞} =
⋂

n∈NEn et 
omme les évènements En forment une suite

dé
roissante (∀n ∈ N, En+1 ⊂ En), on en déduit :

P(T = +∞) = lim
n→+∞

P(En) = 0.

21. On a : ∀n ∈ N,

P(T = n) = 1− P(T > n)− P(T < n) = 1− P(En)−
(

1− P(T > n)
)

= P(En−1)− P(En),


ar T ne prenant que des valeurs entières (ou in�nies) ou a : {T > n} = {T > n − 1}. On en déduit
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don
 :

∀x ∈ ]0, 1[, P(T = n)xn = P(En−1)x
n − P(En)x

n

don
 :

∞
∑

n=1

P(T = n)xn =

∞
∑

n=1

P(En−1)x
n −

∞
∑

n=1

P(En)x
n

= x

∞
∑

n=1

P(En−1)x
n−1 −

( ∞
∑

n=0

P(En)x
n − P(E0)x

0

)

= x

√

1 + x

1− x
−
(

√

1 + x

1− x
− 1

)

= 1− (1− x)

√

1 + x

1− x
= 1−

√

(1− x)(1 + x) = 1−
√

1− x2

Pour x = 0, tous les termes de la somme sont nuls, don
 l'égalité est bien véri�ée. En�n, pour

x = 1, les {T = n}n∈N∗
formant un système 
omplet d'évènements, on a :

∞
∑

n=1

P(T = n) = 1 et don


l'égalité est en
ore véri�ée. Finalement :

∀x ∈ [0, 1],
∞
∑

n=1

P(T = n)xn = 1−
√

1− x2.

22. Considérons la fon
tion ϕ : x ∈ ]−1, 1[ 7→ 1 −
√
1− x2

et déterminons son développement

en série entière 
e qui nous donnera, d'après la question pré
édente, le résultat en identi�ant les


oe�
ients. La fon
tion ϕ est dérivable et : ∀x ∈ ]−1, 1[, ϕ′(x) =
x√

1− x2
. Son développement en

série entière est don
 :

ϕ′(x) = x

∞
∑

n=0

(

2n
n

)

4n
x2n =

∞
∑

n=0

(

2n
n

)

4n
x2n+1.

Par intégration on obtient don
 :

ϕ(x) = ϕ(0) +

∞
∑

n=0

(

2n
n

)

4n
x2n+2

2n+ 2
=

∞
∑

n=1

(

2n−2
n−1

)

4n−1

x2n

2n
.

Or :

∀n ∈ N
∗,

(

2n− 2

n− 1

)

=
(2n− 2)!
(

(n− 1)!
)2 =

(2n)!
(2n−1)(2n)
(

n!
)2

n2

=
(2n)!n2

(

n!
)2

(2n− 1)(2n)
=

(

2n

n

)

n

2(2n− 1)
,

don
 :

(

2n−2
n−1

)

4n−1

1

2n
=

(

2n

n

)

n

2(2n− 1)
× 1

4n−1

1

2n
=

(

2n

n

)

1

4n(2n− 1)
.

On peut don
 
on
lure :

∀n ∈ N
∗, P(T = 2n) =

1

2n− 1

(

2n
n

)

4n
.
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