Concours commun Mines et Ponts

Correction de la premiére épreuve PC; 2016

Olivier HALGAND

A Préliminaire
1. On a le développement en série entiére suivant :

Vee]-1,1] (1+2)* Z alae—1) (O‘_k+1) k|

k=1
1 . .
Avec a = —3 et en substituant x par —z, on obtient :
oo 1 1 oo 1 3 1-2k
_ Z -3) 1)"'(_§_k+1)(_x)k —1+) (—3) (=3)--- (5 )(_1)kxk
V1 P k! — k! '
_l) (_§) (ﬂ)
Posons : ap = 1 et : Vk € N*, ay = ~—2 Zk:' 2 7 (—1)*. Alors :
1.3, 2k—1
5 5 T—  13...(2k—-1) 13...(2k—1) 24...(2k)
Yk N* 2 2 2 — —
€ o 7 2% Kl % B 242k
2k
(2k)! (2k)! (i)

B (20,7 ARk —R)! T 4F

Comme on a aussi : 20 = 1 = ap, on peut donc écrire :
G
Ve e]-1,1 =) ~Elgk
=110 —— kZ:O ;

B Identité de Karamata

2. Pour tout z € |—1,1[, on a : zP™! € |—1,1[. Or, on a la formule de factorisation suivante :

1—aP™ = (1 —x) <ixk> )
k=0

donc :
V1—agptlf(aPt™y = | (1 -x) ( g xk> g a:p+1)
k=0
Or, par hypothése : lim1 V1 —aptlf(2PTh) = /7, et :
T— x—
r<l
: — S (p+Dk _ il
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ef(p‘i'l)t

3. La fonction : t — T est continue et positive sur R .
A deo: / le d
e Au voisinage de 0 : est une intégrale de Riemann convergente.
8 TV o \/ Vi & &
ye —(p+1)t e—(p+1)t 1
e Fn +00, on a: lim t“——— = 0 par croissances comparées, donc : ——— = o(—),
t——+o0 Vi NN 2

+oo
et / = est une intégrale de Riemann convergente.
L]

Donc,

+oo e_(p+1)t
I’intégrale / ——— dt converge.
0 Vi

Pour le calcul de cette intégrale, on pose le changement de variable : u = (p+ 1)t qui est de classe
%' sur R.. On obtient donc :

/+oo p+1)t +o00 e~ U du 1 400 o -
0 Vi 0 [ Pt L Vp+1l, \/— p+1

On a donc bien :

00 o—(p+1)t
hm V1—z Z apz®PtOF = / GT dt.
z 0

21
deg P
4. Soit Q = Z apX? un polynoéme. D’aprés la question précédente :
p=0
0 +oo 67(p+1)t
Vp € [0,deg P], lim /1 — xz apxPTOF = / - dt,
r—1 0 \/E
<l k=0

soit :

+oo e~ le Pt
e
hmx/l—xg apT ka_/ €
ac<1 0 \/Z

Par linéarité de l'intégrale et de la limite (lorsque les intégrales, les limites et la somme sont finies),
on en déduit que :

deg P deg P +oo e*t eipt
g aphrnx/l—xg apxFzP* = g ozp/ Tdt.
a2 k=0 p=0 0 ¢
soit :
deg P
—t —pt
Qe
[e'S) deg P +oo <ZO p )
. p—
lim vV1 -2z E apz” E apxpk = dt.
rx—1 0 \/E
<l k=0 p=0
ou encore :

+oo e—t Q(e_t)
hm VvV1i—zx ak:v :C / ———=dt.
z<1 2 0 \/Z

—t
e
5. La fonction h est continue par morceaux et positive sur [0, 1], donc la fonction : ¢t — — h(e™)

Vi

est continue par morceaux et positive sur R .

—t
. ot e _
e Au voisinage de 0 : e Kodh 1 donc 7 h(e™") ~ Kodh \/_ / 7 est une intégrale de Riemann

convergente.

—t
e Pourt > 1, 0ona: h(t) =0 donc : / e—\/g)h(e_t) dt = 0 (elle est donc convergente!).
1
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Donc,

“+o0 eft

0 Vi
+oo eft 7t 1 1

/0 Wh(e )dt:/o %dt: {2\/5}0,

+oo —t

oVt

lintégrale (e7") dt converge.

Et :

d’ou :

@

h(e ") dt = 2.

6. Soit x € [0, 1]. Alors, la suite (z¥)zen décroit et tend vers 0. En particulier, il existe un rang ng

a partir duquel : 0 < 2* < —. Donc, & partir du rang no, on a : arrFh(z¥) = 0 et ainsi :
e

‘pour tout = € [0,1], la série >_ axz®h(z*) converge. ‘

1 _k
7. Pour + = e w,ona:zf =e

. 1 _ .
& k>mnet: lim e » = 17, et aussi :
n—-+o0o

o0 n
Z arz®h(z*) = Z ay. D’aprés 1’égalité de Karamata, on obtient donc :
k=0

k=0
n too o=t (et
lim \/1—e » Zak:/ e hle™) 4 —a.
P 0 NG

n—-+o0o

Or:

Donc :

—+0o0

i Qg ~ 2\/73.
k=0 "

C Théoréme taubérien

8. e D’une part, puisque o € |0, 1], on a : an € ]0,n[ et donc : [an] € [0,n — 1]. Donc :

n

Sn — S[an] = Z ag.

k=[an]+1

Or, cette somme comporte n — ([an]+1) +1 = n— [an] termes positifs, tous supérieurs (ou égaux)
a a, car la suite (a,)nen est décroissante. Donc :
o Sn — Slan]

n n—lan]

e D’autre part, puisque 5 > 1 alors : fn > n donc : [n] > n. Or, par hypothése, n — [Bn] # 0,
Bn
donc : [Bn] > n. Ainsi, la somme Sig,] — S, = [z:] aj comporte [Sn] — n termes positifs, tous
inférieurs (ou égaux) & a,41, donc aussi a a,, et ai];in (J)rrll a l'inégalité :
Sipnl = Sn

[Bn] —n ="

On obtient donc 'encadrement :

S[Bn]_Sn < < Sn_S[an]
Bn]—n =" n—[an]
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9. e On sait que : Vy > 0,Vn € IN* tels que [yn] > 0, on a :

yn—1<[yn]<yn, donc: 1——<=—<1.

n
D’aprés le théoréme d’encadrement, on en déduit donc que : lim M

= 1 et donc que :
n—-+oo yn

[yn] ~ ~n.On en tire :

n—-+oo

n—too [yn] 7y

e On a aussi :
[yn

)
ak
Spynl _ k=0 /b 2am

n n n—r+00 Vno onotoeo /n ]
par hypothése

donc :

Siyn
lim 209 — 2 7.

n—-+oo n

10. D’aprés 8., on a I’encadrement :

S(gn]—Sn Sn—5S[an]
Vvn Vvn
[Bn]—n SVnan S n—[an]
n n

Sian) S 6]
: ~ 2 ] ~ 2 ~ . [N l,, . 1 .
Or N VB, /N n—+oo et P o B. d’otr I’équivalent

S[n]=5Sn
L -2

[Bn]—n n—-+oo ﬂ —1

n

De la méme maniére, on a aussi :

Sn—Slan]
¥ 2-2va

_ ~
n—lan] potoo 1 —a«
n

Par définition des limites, on a donc :

2(VB—1) 2(1— /a)

Ve>0,Inge N.VvneN,n>ny=> ———— —e<vVna, < ———= +e¢.

51

11. D’une maniére générale, pour x > 0et x # 1, on a :

2(Vr —1) 2(Vr —1) 2

r—1  (Va-Da+l) va+lasi

Ainsi, pour tout € > 0 il existe des réels a et 5 tels que : 0 < a < 1 < 8 et ng € IN vérifiant :

2(VB-1) 2(1 —va)

1.

Yn>=mng, 1-2<220 2 < Vna, < <1+ 2.
b6—1 1—a
On en déduit donc que :
lim vna, =1 it L
Lim vnan =1, Soit : an o~ N
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D Marche aléatoire

12. Puisque les variables aléatoires X; sont indépendantes, on a :

n 1 n—k
]P(Xk“rl :il,...,Xn:'L'n,k) - H ]P(XJ :ijfk) = (§> .
j=k+1
De méme :
n—k 1 n—k
P(Xi =i, X g =ins) = [[ P(X; =) = <§>
j=1

D’ou ’égalité :

P(Xpp1 =ity Xn =in—k) = P(X1 =1, .., Xnek = in_k).

13. On a les égalités suivantes :

P(Ski1 — Sk = j1,Skt2 — Sk = j2, -, Sn — Sk = Jn—k)

n
P | Xit1 = J1, Xego + X1 = J2, .-+, Z Xj = Jn—k
j=k+1

= P(Xpy1=J1, Xnr2="J2 —j1,- -, Xn =k — Jn—k-1)
Et de la méme maniére :

P(S1 =j1,8 =j2, - Snek = jn—k)

= P(Xi=j1,Xo=J2—J1,- -, Xk = Jn—k — Jn—k—1)

La question précédente permet donc de conclure :

P(Sk41 — Sk = J1, Sk+2 — Sk = J2,- -+, Sn — Sk = jn—k) = P(51 = j1, 5 = ja, .- -, Snek = Jn—k)-

14. Par définition : A} = {Sr =0} N{Sk11 #0}N...N{S, # 0}, et donc, d’apreés la formule des
probabilités conditionnelles :

P(A}) = P(Sk = 0) P(g,—0)(Sk+1 #0,..., 5, #0).

Or, évidemment :

P(s,=0)(Sk41 # 0,...,Sn #0) = P(s,—0)(Sk41 — Sk #0,..., 50 — Sk #0).

Or, Sk+1 — Sk = Xk+1, - -y Sn — Sk = X1 + - - - + X, ne dépendent que de Xy41,...,X, alors
que S, ne dépend que de X, ..., X,,. On en déduit que Sx4+1 — Sk, --., Sn — Sk ne dépendent pas de
Sk, et donc :

P(s5,—0) (Ske1 # 0, S #0) = P(Spsr — Sk #0,....5, — 5 #0).

On peut donc écrire :

P(SkZO) (SkJrl #0,...,5, # O)
= P U (Sk+1_Sk:jla---;sn_sk:jnfk)

= | Z P(Sk+1_Sk:j17---7Sn_Sk:jnfk)

car les événements sont incompatibles : on ne peut avoir Sk41 — Sk = j1,...,50 — Sk = Jn—k €t
Skt1 =Sk =341, -+, S0 — Sk = j,,_, §'l existe p tel que j, # jj,.
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Enfin, la question précédente nous donne alors :

]P(Skzo)(skJrl#O,...,Sn?éO): Z P(81:j17---;snfk:jnfk);

et donc :
P(s,—0)(Skt1 #0,..., 80 #0) =P(S1 #0,...,5 1k #0) = P(E,_).
On obtient donc bien :

(Vi€ [0,n], P(A}) = P(S = 0) P(Bn4). |

15. e Soient k, k' € [0,n — 1] avec k' < k. Par définition, A}, = {Sr =0} N m {S; # 0}.
i=k/ 41
Considérons w € A7,. Alors Si(w) # 0 car k € [k’ +1,n], et donc : w ¢ A}. On en déduit donc
que A}, N A} = @, c’est-a-dire que les A} sont deux & deux disjoints.

e Soit maintenant w € Q. Alors :
- soit T'(w) > n auquel cas : w € Af;
- soit T'(w) < n et alors, en posant p = max {k € [1,n], Sk(w) = 0}, alors : w € A7
Donc, on en déduit que : U AL = Q.
k=0
e Finalement, on a donc :
> P4y =P <U Ag) —P(Q) =1,
k=0 k=0

d’on, d’aprés la question précédente :

zn:]P(Sk =0)P(E,_y) = 1.

k=0

16. Effectuons le produit de Cauchy des deux séries de rayon de convergence > 1 :

(Z P(S, = O)x") (Z IP(E,J:E") = Z anz™,
k=0 n=0 n=0

avec, en utilisant la question précédente :

VneN, an=Y P(S=0)P(E, ;) =1
k=0

Donc :

(Z P(S, = O)x") <Z P(En)x”> => a"= - i p
k=0 n=0 n=0

17. e Supposons n impair. Alors, puisque Xx(w) = £1 pour tout entier k et tout w € £, alors

n
E X (w) contient un nombre impair de nombres impairs, ce qui donne un résultat impair. Donc :
k=1

si n est impair, alors : P(S, = 0). ‘

e Supposons n pair. Pour obtenir une somme nulle, il faut et il suffit qu’il y ait exactement le
n
méme nombre, c’est-a-dire 5 de +1 et de —1. Dans ce cas, on a donc :

=
2
Il
o
S—
|
RS
[SIEN]
~_
7N
DO =
~~_
w3
7N
DO =
~_
3
|
N



et ainsi :

1 n
si n est pair, alors : P(S,, =0) = <n> (—) .

18. On a donc :
> > (n) 1 (2K 1 = *H 1
Srso=onn= Y (3)gen=X (3@t =X we s
=0 ninIITIE)air 2 ? k=0 /2 k=0 B L-a?

D’ou, d’apreés 16. :

1—2 1—2x

> 1
Veelo ], 3 P(B.a" = ,/Ji.
n=0

= 1 (1-2)1+x)
g P(E,)z" = Vi-g2=¥+—_-— -
n=0

donc :

™
19. Posons, pour tout n € N : a,, = \/;IP(EH) Alors la série > axz® converge absolument sur

]—1,1[ et considérons sa somme f. Alors, d’aprés la question précédente :

Ve e)0,1], f(z) = \/?\/E

De plus : 1im1 V1 —azf(x) =+/m, et donc, d’aprés B.7., on a :
r—r
<l

——+0o0

n
E Qg ~ 2\/7;,
n
k=0

et donc, d’aprés C.11., on a :

et ainsi :

20. On a évidemment : {T' = +oo} = (,cn En et comme les événements F,, forment une suite
décroissante (Vn € N, E,,1; C E,,), on en déduit :

P(T = +00) = lim P(E,)=0.

n—-+o0o

21.On a:Vn e N,
P(T=n)=1-P(T >n)—P(T <n)=1-P(E,) — (1 ~P(T > n)) =P(En_1) — P(E,),
car T ne prenant que des valeurs entiéres (ou infinies) ou a : {T' > n} = {T > n — 1}. On en déduit
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donc :

vz €]0,1], P(T =n)z" =P(E,—1)a" —P(E,)a"

donc :

=
N
I
2
8
3
[

> P(En-1)a" = > P(E,)a"

n=1

2y P(Ep1)a" ' - <Z P(E,)z" — IP(EO):Z:O>
n=1 n=0

1+ 1+
=z — -1
\/1—:10 1—2x

—(—ay 2 (s =1 - V12

1—=z

L

Pour z = 0, tous les termes de la somme sont nuls, donc 1’égalité est bien vérifiée. Enfin, pour
o0

x =1, les {T = n}pen~ formant un systéme complet d’événements, on a : Z P(T =n) =1 et donc
n=1
I’égalité est encore vérifiée. Finalement :

vz € [0,1], ZIP(Tzn)xnzl—\/l—x2.
n=1

22. Considérons la fonction ¢ : z € |-1,1[ — 1 — v/1 — 22 et déterminons son développement
en série entiére ce qui nous donnera, d’aprés la question précédente, le résultat en identifiant les

x
coefficients. La fonction ¢ est dérivable et : Vo € |—1,1[, ¢'(z) = ——=—. Son développement en
v 2L @) = = Pp
série entiére est donc :
: = () o0 = () 2o
fo=a3 Gl - 3 Gl o
n=0 n=0

Par intégration on obtient donc :

(2n)!

" . 2n—2\ _ (2n — 2)! _ @n-hew _ (2n)!n? _(?n n
e < > ((=1)° () () @n—1)2n) (n>2<2n—1>’

n2

21 (o n__ 1 1 _(m 1
4n=1 2p  \n)2@2n—1)" 4n=12n \n/)47(2n—1)

On peut donc conclure :

2n
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