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I. Normes

la) Soit A = Diag(A1, ..., A\y) et (e1, ..., e,) labase canonique de C™ alors || Ae;|| = |Ai| dou || Al = max(| A1, - .-, |[An]).
De plus si # = 3. zye; alors ||Az||? = 3 [Nizg|? < max(|A1], ..., | An])? dott [|A]| < max(|A1],...,|A\n]) et donc
i=1 i=1
IAJF = max([Aal, ..., [An])-

1b) Si Dz = Az alors ||Az||?> = <z, Dz > = A||z||* dot A > 0.
2
1c) [|A|° = sup{||Az|% |jz|| = 1} = sup{<z, Dz >; ||z| = 1} = max(u1, ..., tn)-
1d) A*A est diagonalisable en base orthonormale et le raisonnement de 1a peut étre conduit dans une base orthonor-
male diagonalisant A*A, d’ou [|A*Al| = max{p;; j=1,...,n} = \HA\HQ

2a) Soit z # 0 tel que Dx = pyx et r > 0 tel que m((D/r)Ql) yE—— 0. Comme toutes les normes sur M, (C) sont

équivalentes, chaque coefficient de (D/r)2" tend vers 0 et (D/r)2 z = (u1 /)% z ——— 0 c’est-a-dire pq < r.
— T OO
Réciproquement, soit r > w1, (e1,...,e,) la base canonique de C", (uq, ..., u,) une base orthonormale propre
n n
pour D (Du; = pju;) et © = > xzu; € {e1,...,en}. On a (D/r)le = Z(ui/r)leiui —— 0 donc chaque
i=1 i=1 —+oo

coefficient de (D/?")QlZ tend vers 0 et m((D/r)Ql) P 0.

2b) La question précédente montre que [|D|| = m(D) si D est hermitienne. A*A est hermitienne donc avec la question
1d il vient m(A)2 = m(A*A) = ||A*A|| = || A|*.

II. Commutants

1) &’ est manifestement stable par combinaison linéaire et produit et contient I, c’est donc une sous-algebre
de M,(C). Si A e S et S e S alors A*S = A*S* = (S*A)* = (AS*)* = S**A* = SA* donc A* € §' et
S’ est stable par I'involution .

2) SiAe Set BeS alors AB = BA donc A € §”. Ceci prouve que S C §” et, en remplagant S par §’, que
S’ ¢ 8. L’application prime est décroissante pour l'ordre d’inclusion entre sous x-algébres de M,,(C) donc de
S C 8" on déduit 8’ D 8" d’ou I’égalité. Les autres relations demandées sont alors immédiates.

3) Si FE est invariant par S, A € S et € C", alors APgx € E donc APgx = PpAPgx dot APg = PpAPg. En
appliquant cette relation & A* € S et en remarquant que Pg est auto-adjoint on a :

(PpA)" = A*Pg = PpA"Pg = (PpAPg)*
d’OflPEAZPEAPE:APE et PEESI.
Réciproquement, si P € §', A€ Set v € E, alors Ar = APgx = PgAz € E d’ou E est invariant par S.

4a) C’est évident.

4b) On vérifie aisément que II(S) = {II(A); A € S} est une sous *-algebre de L(K) pour le produit scalaire canonique
sur C*°. D’apres 3, il suffit de prouver que II(S)v est invariant par II(S), ce qui est une évidence.

4c) Soit M = (M; ;) € M, (M, (C)) avec M; ; € M,(C) et A€ S. On a II(A)M = (AM; ;) et MII(A) = (M, ;A)
donc II(A) et M commutent si et seulement si toutes les matrices M; ; commutent avec A. En faisant varier A
dans S on obtient : M € II(S)" <=V i,j, M;; € &' soit II(S)" = M, (S').

4d) Si A€ 8" et B= (B; ;) € M,(S') alors II(A)B = (AB; ;) = (B; jA) = BII(A) d’olt 'inclusion demandée.
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4e)

4f)

5a)

b)

I1I1.

la

On doit prouver que II(S)v est invariant par II(S”), soit : P € II(S”)" d’apres 3.
Ona: P : (S)’ = M, (S') < Ma(8) = (Ma(S")) < TI(S”)’, d’ott le résultat.

4b 4c 2 4d et décroissance de’
Soit B € 8" et v = (v1,...,v,) une base de C" : II(B)v = II(B)II({)v € II(S)v donc il existe A € S tel que
II(B)v = II(A)v soit Bv; = Av; pour tout i. On en déduit B=A €S dou §" C Set S =8" d’apres 2.

Soient fi1, ..., e les valeurs propres (réelles) de A, sans répétition, et L1, ..., Ly les polyndémes de Lagrange associés
‘ ‘ ‘
aux p; (Li(pj) = ;). Alors X = > u;L; (égalité entre polynémes) donc A = > p;Li(A) = > u;P;. On a
i=1 i=1 i=1

P; € Scar A € S et S est une sous-algebre de M,,(C). De plus, L? = L; mod (X — p1)...(X — p), donc P? = P,
ce qui prouve que P; est un projecteur, autoadjoint car polyndéme en A a coefficients réels, donc un projecteur
orthogonal.

Soit A € &' et E un sous-espace propre de A (il en existe puisque le corps de base est C). Comme A commute
avec tous les éléments de S, E est invariant par S et E # {0} donc E = C" ce qui implique que A est une matrice
d’homothétie : A = AI avec A € C. Réciproquement, toute matrice d’homothétie commute avec tout élément
de 8. On a alors S =8" = {\I[; A € C} = M, (C).

Autre méthode :

L’absence de sous-espace invariant non trivial fait que S’ ne peut contenir de projecteur orthogonal non trivial
(3). On prend A dans §&’. Comme &’ est autoadjointe, A* et A* A sont dans §’. On diagonalise cette derniére dans
une BON, d’ou des projecteurs spectraux qui sont orthogonaux (question précédente). En conséquence, il n’y a
qu’un espace propre, soit A*A = 0 (exclu sauf A = 0) ou A*A = ul et A est inversible. Mais une sous-algeébre de
M, (C) contenant A et I va inclure en général des matrices non inversibles et non nulles de la forme A — pul. La
seule solution est que &’ soit formé de matrices scalaires. On conclut avec S = S§”.

Algebres de Clifford

Pour n =1 on ordonne P = (&, {1}) et 'on a : Mat(a,,) = (33)

0100 0010
Pour n =2 on ordonne P = (&, {1}, {2}, {1,2}) et I'on a : Mat(a,,) = (8 o9 ?),Mat(a{Q}) = (8 o9 (1J>
0000 0000

1b) Notons « 'application donnée pour a* dans 1’énoncé et considérons B,C € P :

1c)

siACBet ANC = @ alors <ayeg,ec> =0p\a,c = 0B,cua = <e€p,ec s> = <epg,aleq)>.
SiAZBouANC# @ ona<aeg, ec>=0=<eg, ale,)>.

Ceci suffit a prouver que a’y = o.

Les seules propriétés non évidentes sont la stabilité de S,, par produit et I’appartenance de I a S,.

Pour A,B, X € P :

e siBCXetAC(X\B)
_ (X\B)\A
apaap€x { 0 dans les autres cas ;
e siBCXet(X\B)NA=g2
* _ (X\B)UA
apaap€x { 0 dans les autres cas ;

siBNX=get AC (XUB)

e
* _ XUB)\A
as05ey =< (
ATBEX { 0 dans les autres cas ;

On en déduit I = ajay € Sy, aqa5 = ayp, ahay = (agay)* = a’ g et a a0 = aay pour tous A, B € P tels
que ANB=g. SSANB# @ onaa,ag =0=a%ay et pour A, B quelconques :

* * * _ * * _ * *
AAGp = AANBAA\BAB\AQANB = 2AnNBAB\A%A\BAANB = Op\A2ANBPANBAA\B
car ANB, A\ B et B\ A sont deux & deux disjoints.

Par ailleurs :

card C' _ card C _ card(ANBNX _ *
E (=1) acacex = E (=1) ex =(1-1) ( )ex = AANBAANBEX
CCANB CCANBNX
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d’ou :
* cardC _ * * _ cardC _ *
ajsap = E (=1 Ap\AQcAcAp\B = E (=1) a(p\A)uc(A\B)UC-
CCANB CCANB
Un produit a*apara eut donc étre réécrit comme combinaison linéaire de produits de la forme :
p Adplcap P p

siANX=YND=g,;

*
AauxyuD
sinon

* * _
aplxayap = { 0

ce qui prouve la stabilité de S,, par produit.

1d) Soient A, B € P et ¢ € Man(C) définie par pes = ep et pex = 0 pour tout X € P\ {A}. Lorsque (A, B) décrit
P2, o décrit une base de Man(C) donc il suffit de montrer que ¢ € S, pour tous choix de A, B.

En notant A le complémentaire de A dans {1,...,n} on a :
et afasex =0si X #A;

* —
G106 = €7
* — .
Ap\A%1\B¢1 = €B >

d'ott ¢ = ap, 705 50304 € Sh.
zaf,y — Za zai  — Za
2a) zB! — zB, = B £ MG £ SR w et ces termes commutent.
2b) On a :
UnyCo Cny UnyCiny = Co0 UnyCny = O
a‘eqy = 0,

aey =0,

=0, a?n}eg =

* _
a*ey = ey,
24 et i] existe deux

aegyy = eg,
zat \ — zZa *
{n} {n} za® —
T

N

donc vect(ey, e {n}) et vect(ey, e {1}) sont stables respectivement par

complexes a,, B, tels que :
zaj,\ — za
{n) ) )Qn = apey + ﬁne{n} )

P, ( -
za* — za )Q — amey + 5n€{1}-

P,,( =

207, 1) — 20,1y
vn
za) — Za
{n—1} {n—1}
P,
(e

za* — za
)Q =Qp_1€y5 + ﬁn—le{l}-

P (S
p (R, (M ey,

)eg = an-1€g + Bn-1€(,_1} ;

De méme,
)e{n} € vect(e{n}, e{n_lm}) :

Qi...0pey + U

Et de proche en proche :

avec u € vect{e,; X # @}. L’égalité demandée s’ensuit.
p k
2c¢) Il suffit de prendre dans la relation précédente P, = ... = P, = ) T puis de faire tendre p vers 'infini.
k=0 "
2d) On a (za* — za)Q) = ze y et (za* — 2a)?Q = —|2|2Q donc w(z/\/n)Q = i L (—ﬁ)k (Q + &)
o = RN T 2k +1)vn
et <Q w(z/v/n)d>= i 1 (—ﬁ)k = cos (ﬂ) =1- lzI° +o0 (l) d’out
’ = (2k)! n NG 2n n
(-5)
5 )

lim <Q,, W,(2)Q, > = exp

n—oo
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