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Conventions : 

1 ' )  Soir m un encirr naturel 

admectent des dirivCes concinues sur ! 
cations concinues de 1 dans m. 

MATHEMATIQUES I I  ( 4  h )  1983 

Cm aisignera l'ensemble ,îes applications de 1 - [ O ,  1 1  dans R qui 

jusquI.3 l'ordre m inclus. Par exemple. Co sera l'ensemble der appli- 

De Ir même façon. "m sera l'ensemble des applicaclons d e  [O. -[ dans 8R qui admeccent des 
derivees concinues sur [O, =[ jusqu'a l'ordre m inclus. 

2' )  Il e s t  conseille aux candidats de craicer les différentes parcies dans l'ordre d e  1'LnoncC ; 
cependant : 

. l a  partie IV e s c  indépendance des p a r c i e s  1. I I  e c  III. 

. la partie V utilise un résulcat de la partie IV. 

Les fonctions étant riclles, ( ( t ) '  dasignera le .. d r r c  Cu rettl f ( c )  

Résu l ta t s  pré1 i m i  n a i  res 
1 ' )  Soient a et b deux reels ; démonccer les inéEalicés : 

(a + b)' L Z(a2  + b') 

Quand y a-t-il €galici ? 

2:) Soient x et x I  deux él€mencs de 1. f un elémenc de Cc). 

Moncrer l'inigalicé : 

Indicacion : admeccre l'inigalici de Schwarz. 

PARTIE 1 
I Soit f u n  €l6mcnt d e  C . 

1') Montrer les relations : 

V(x, XI )  E 1 x 1 , 

2') Dgduire d e  ces relations 

7 
3') Etablir l.'inigalit& : 

I.) Pour quelles applications f rppartenonc B C I , l'inégnlic4 (1) devient-clle une tgalitC ? 

*+ 
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L' obj ect 

1.1 Montrer, 

premier degré tels que 

I 
PARTIE I I  

f de cette partie est d'obtenir une généralisation de l'inégalit6 (1). Soit a E [O, T [ .  

en suivant l a  même méthoae qu'A l a  partie 1, qu'il existe deux polynômes p et q du 
1 

pour toute fonction f appartenant B C , 1 1  vienne : 

1 2') Pour quelles applications f appartenant B C , l'ip€galit6 (II) devient-elle une 6galitC 1 

PARTIE I I I  
L'objeceif de cette partie est de gCn6raliaer une nouvelle fois la relation (1). e t  d'en 

deduire pour ler fonctions f de C I  l'inCgalit€ (IV). 

1.)  Soient a et 8 deux rlelr, appartenant A 1. vlrifiant lei inegalicla : 

Honcrer, en suivent la m ê m e  metnode que dans la partie : , qu'il existe deux fonctions 
A ec v dlfinier et continues sur T X 1. ayrdcriqueo  a. 3 )  - u(8. a ) ,  v ( a ,  e )  - v(8. a))celles que, pour 

CouCo fonceion f de C , i: vienne : 
I 

I 
Pour quelles applications f de C , l'inégalité (III) devient-elle une égalité ? 

2") A l'aide de l'in€galic€ (III), montrer : 

3 (k. r )  E N L E; : V t E C ' ,  V X E I  

PARTIE I V  
2 

L'objectif de ceete partie est de montrer que, pout tout  elCrnent f de C , i l  viene : 

l 
1') Soit a un rdel tel que : 0 < a c -. 2 

Sachant que pour tout couple (xl, x2) tel que 

i i  exiatc un reel rl E lx,, x,[ t e l  que : 
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-3- 
m o n t r e r  : 

Dgduire  d e  c e t t e  r e l a t i o n  l ' i n & g a l i t &  p l u 6  g é n C r a l e  

2 ' )  D é d u i r e  d e s  r é s u l t a t s  p r é c é d e n t s  : 

3') DGmoncrer a p a r t i r  d e s  r é s u l t a t s  p r e c c d e n c s  l a  r e l a t i c l r l  (V). 

PARTIE V ,- 

* : ( C I '  d t  s o i t  c o n v e r g e n t ~ .  S o i c  E l ' e n s e m b l e  d e s  é l é m e n t s  g d e  ' * L ,  t e l s  qur I ' ~ n t e g r . 1 1 ~  

1.1 M o n t r e r  b r i è v e m e n t  q u e  E e s t  un e s p a c e  v e c t o r a e l  s u r  IN. t .st-11 d e  d i n e n s i o n  f i n i e  ' 

J- ~ " ( t ) '  d c  e s t  2 ' )  S o i t  E !  l e  s o u s - e n s e m b l e  d e s  é l é m e n t s  d e  E pour  l e s q u e l s  l ' i n c c y r a l e  
O c o n v e r g e n c e .  

H o n t r e r  b r i è v e m e n t  q u e  E l  e s t  un s o u s - e s p a c e  v e c t o r i e l  d e  t. ; e s t - c e  que  I I I  C S L  d e  d i m e n s i o n  
f i n i e  ? 

3 . )  Soit h u n e  f o n c t i o n  a p p a r t e n a n t  A t l  ; m o n t r e r  que  l ' ~ n t é , : r a l e  / '  h ' ( r ) &  d t  e s t  aussi c o n v e r g e n c e .  1: 

En d é d u i r e  q u e  l ' i n c é g r a i e  h ( t 1  h ' ( c ) i  d r  r ç i  o n v e ~ p , e n c t  

rend vers O l o r s q u e  t croît i n d é f i n m e n c .  i n  e s t - i l  d e  même p o u r  h ' 

H o n t r e r  q u e  E e s t  d i f r é r e n c  d e  L, e n  c o n s i d é r a n t  :a  f o n c t i o n  : . 

4.) Soit h Ûn é l é m e n t  d e  E, ; m o n t r e r  l ' i n é g a l i t é  : 

I n d i c a t i o n  : c o n s i d é r e r  l ' e x p r e s s i o n ,  OÙ A e s t  un r é e l  p o s i t i f  : 

I < A )  - / A  [ h ( t ) '  - h ' ( t ) '  + h " ( c I 2  - h ( t )  + h ' ( t )  + h* ' (c ) ) '  
O 

Pour q u e l l e s  f o n c t i o n s  de  t l  I ' i n é g n  

- I  

i t é  (VI) e s t - e l l e  une é g . 1 l l t é  

i ) & w n r r e r  p a r  s u i t e  que h ( t )  

i d t  


