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Conventions: :
1°) Soit m un entier naturel, C" désignera l'ensemble Jdes applications de I = [0, 1] dans R qui

admecttent des dérivées continues sur ! jusqu'd l'ordre m inclus. Par exemple, c°® sera 1'ensemble des appli~

cations continues de I dans R.

De la meme fagon, ™ sera 1'ensemble des applications de [0, » =[ dans R qui admettent des
dérivées continues sur [0, ® ={ jusqu'd l'ordre m inclus.

2°) Il est conseillé aux candidats de traiter les différentes parcties dans l'ordre de l'énoncé ;
cependant :

. la partie IV est indépendante des parcties [, II ec IIL.

la partie V utilise un résultat de la parcie IV.

Les fonctions é&tant réelles, f(t)2 désignera le carré cu réel f(c).
Résultats préliminaires

1°) Soient a et b deux réels ; démontrer les inégalités :

2)a b} < a2+ vl

(a + )2 ¢ 2¢a% + b%)
Quand y a-t-il &galité ?
2°) Soient x at x, deux &lémencts de I, f un élément de C°.
Montrer 1'inégalité :

x 2 P
/ £(t) dt € (x-x) / 0?2 de
x, X,
Indication : admectre l'inégalité de Schwarz.
: PARTIE 1
Soit f un élément de Cl.
1°) Montrer les relations :
X
v(x, x)€Ix1 ' £0a) = f(x,) « J/. £'(e) de ,
X ,
!
v(x, x,) €I x 1 T i(x)° ¢ 2 f(x‘)z . 2x - X, /’ f'(t)z dt.
d“l
2°) Déduire de ces relations les propriétés :
)
1 2 2 2 &
vx€EI, Vxl€[-i-. 5]. £(x) €2 £(x)) 'g j; f'(t)2 dr

Wt

! ;
YxeEL $imolco J £cer? dt*%/ £'(0” de.

! a
3
3°) Etablir 1'inégalité :

| !

(0 [ £()? de < 6 f £’ de o & [f'(t)z de
) 0

L o
3

wir

4%) Pour quelles applications f appartenant A C'. 1'inégalité (I) devient-elle une &galité ?

nc/no




_2_
PARTIE I1I
L'objectif de cette partie est d'obtenir une généralisation de 1'inégalité (I). Soit a € {O,

1°) Montrer, en suivant la méme méthode qu'd la partie I, qu'il existe deux polyndmes p et q du

. ~ . . 1 . .
premier degré tels que, pour toute fonction f appartenant 3 C, il vienne

} l-u 1

2 | 2 '
(11) /Of(c) dt v =i / £(0)? de + qa) / £ (0)? de

a o]

avec PP - . @ -

[98]

2°) Pour quelles applications f appartenant 2 Cl, 1'inégalité (II) devient-elle une &égalité ?

PARTIE III
L'objectif de cette partie est de généraliser une nouvelle fois la relation (I), et a'en

déduire pour les fonctions f de Cl 1'inégalité (IV).

1°) Soient a et 8 deux réels, appartenant a [, vérifiant les inégalités
ogxX . 0B ., o<l

Montrer, en suivant la méme méthode que dans ls partie I , qu'il existe deux fonctions
4 ec v définies et continues sur T & I, syméeriques {u(a, 3) = u(8, a), v(a, B8) =~ v(8, a))telles que, pour

. 1 . .
toute fonction f de C', il vienne

/ N4 A
(111) / £(0)* de < uta, 3) £(0) % de - via, 8 } £ ()¢ de
0 & ¢

avec uta, a) = ;%;3 . viu, a) = qla).

Pour quelles applications f de CI. 1'inégalité (I1I) devient-elle une égalité ?

2*) A l'aide de 1'inégalité (I111), montrer : .
I (k, 1) EN * & c oviec, wvxerl
i !
(1v) / £()? de s k £ - r/ £ (02 de
() 0
PARTIE IV

2, :
L'objectif de cette partie est de montrer que, pout toul glément f de C°, il vient :

i 1 i

) f £ ()% de ¢ s6 f £y de - 2 j £ ? de

(s} 0 c

i
1°) Soit a un réel tel que : 0 < a < 3.
Sachant que pour tout couple (x‘, xz) tel que

xIE[O,c], X, €1 -a, 1} ,

ii existe un réel n € ]xl, x2[ tel que :

f(x,) - £(x,)
2 1
£'(n) = —————>—
X2 7%

e forn
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montrer :

e ¢ (lf(x,)l . lf(xz)l)

Déduire de cette relation 1'inégalité plus générale

)
YXEL '] ¢ g (lﬂx,)I'lf(xz)l)‘ [If"(t)ld:
0

ou X, et xy sont les réels introduits ci-dessus.

2°) Déduire des résultats précédents
|

o 1
¥ x €1 lf'(x)ism—iﬁ {a/ 1E(o) fde + / 1f(t)id:} ~/ PET () lde

- 0
. | 1
v x €1l f'(x)2 < —-—I't———?- ) f(t)"d( + [ f(()tdt { A _/ f"(t)2 dqt
a (1 - 20) (¢ 1= f o
3°) Démontrer 3 partir des résulcacts précedents la relation (V).

PARTIE V £
Soit E l'ensemble des é&léments g de ?z. tels qné 1"intégrale ’/ q(:)l dt soit convergente.

0

)

. Y . . . . . » .
17) Montrer briévement que E est un espace vectoriel sur R. Est~il de dimension finie ?

2%) soit E’ le sous-ensemble des é&léments de E pour lesquels L'intéprale 4/ g"(t)2 dt est
convergente. 0

Montrer briévement que E‘ est un sous-espace vectoriel de £ ; est-ce que [l cst de dimension
finie ? <

2
3°®) Soit h une fonction appartenant i E' ; montrer que 1'intéprale “/r h'(t)" dt est aussi
convergente. [

En déduire que 1'intégraie '/F "h(t) h'(e)i dt esc -onvergente. Démontrer par suite que h(t)

»

rend vers O lorsque t croit indéfiniment. En est-il de méme pour h’
Montrer que E est diftérent de EI en considérant la foncrion
v} 31 x = 0

200 sin (5)  six>o

X

4%) Soit h un élément de E, i montrer 1'inégalité

o o« oo

v f (¢ de 5f hol de - f nee)? de

0 0 0

Indication : considérer l'expression, ol A est un réel positif

A

I(a) - / {h(c)z - h'ﬁ:)z s w0l - <h(t) + h'(c) + h"(c))2 }dt

0

Pour quelles fonctions de Ll 1'inégalité (V1) est-elle une égalité ?

-§~




