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I-Fonctions harmoniques : quelques propriétés
Q 1. - La fonction nulle est harmonique sur U.

- Soit f,g € H(U) et A € R, alors f + \g € C% et Vi € [[1,n]],

ce qui donne en sommant A(f + Ag) = A(f) + MA(g) =

On conclut que H(U) est un sous-espace vectoriel de C?(U).

Q 2. Quitte a faire une récurrence sur l'ordre d’'une dérivée partielle, il suffit de montrer que les dérivées
premiéres d’une fonction harmonique sont aussi harmoniques.

Soit f une fonction de H(U) de classe C*, le théoréme de Shwarz assure que le calcul d’'une dérivée partielle

i , ) n 8 n 62f 8
ne dépend pas de 'ordre des variables , alors A <8x2> Z 8$ (8;@) = o (]‘_1 8:5?) = oz (0) =0.

Q3. - Soit f € H(U )telquefQGH( )alorsv:ceU

n 2
A (a) = %f )= 21(x Z n+2) (Pw) —2Z(af ) = 2lgrad(ryo =0,

i=1
donc df = 0 sur U qUI est Connexe par arcs, et par suite f est constante sur U.

- Réciproquement si f est constante, alors f et f2 sont harmoniques.
Q4. f(xq,...,z,) = z; est harmonique, mais A(f?)(z) = 2 # 0, donc f € H(U), mais f2 ¢ H(U).

P(f+rg) _f + /\829
e s R

%

Il - Exemples de fonctions harmoniques
ILA
Q5. f étant harmonique sur R?, donc V(z,y) € R? A(f)(z,y) = u”(z)v(y) +u(z)v” (y) = 0, or f est non nulle,
donc 3(zo,y0) € R? tel que u(zo)v(yo) # 0.
Vo € R, v (z)v(yo) + u(z)v” (yo) = 0 et Vy € R, u” (zo)v(y) + u(zo)v”(y) = 0, alors en posant
" 1
A= v (wo) =Y (IO), onaurau” + u=0etv” — v =0.
v(yo) u(xo)
Q 6. Les équations caractéristiques sont respectivement 72 + X\ =0 et 72 — X\ = 0.
Cas A > 0 : u € Vect(cos(v/ \x), sin(v/Ax)) et v € Vect(ch(v/\y), sh(vAy)), donc
f(x,y) = (Acos(vVAz) + Bsin(v/Ax))(Cch(vAy) + Dsh(v/Ay)) ou A, B, C, D des réels.
Cas A< 0:u € Vect(ch(v/=Ax),sh(v/—Xz)) etv € Vect(cos(ry) sin( \/7y )),donc
f(z,y) = (Acos(v/=\y) + Bsin(v/—\y))(Cch(v/—Ax) + Dsh(—/—Az)) ol A, B, C, D des réels.
1.B
Q 7. Lapplication ¢ : (r,0) — (rcos(), rsin(0)) est a composantes de classe C2, donc g = fop est de classe
C? comme composée de deux fonctions de classe C2.
Q8. On pose z = rcos(0),y = rsin(0), alors g(r,0) = f(z,y), donc

dg _0f0x  0f0y af . 37 f(f?m ofoy . of of
ar —aror "oy o0g, temlO)g e oy = 5ras Tagon -~ 05, Treos)y
99 _ of of o 99 _ _ of of
o= cos(0) 5 + sm(@)a et 50 rsin(6) B + rcos(0) By
: . s °f S
Q 9. La fonction f est de classe C?, donc d’aprés le théoréme de Shwarz,
Ooxdy  Oyox
g 0 of . af\ 0 ,0f , a ,0f,
2= o (cos(ﬂ)ax + sm(@)ay> = 003(9)5(%) + sm(ﬁ)a—(a—y) =
B 0%f Ox 0%f Oy ) 0%f ox 0% f dy _
= cos(6 )8 3 —|—cos(9)ayax§ + sm(@)a ay or + sin( )a 2
= cos®(0 ) +2$zn(9)cos(9) 0 + sin?(0) —= 2f
N Oxdy Oy?’
629 _ 2 9? . 62f .2 82f
o2 = Cos (9)@ +28Z”(0>008(0)8(E8 + sin (t9)a—y2
g 0 ‘ of of of ) of ) 0 ,0f a of,
20 = 20 (rsm(@)ax +7cos(9)ay) frcos(Q)% + rsm(@)a—y - rsm(@)%(%) + TCOS(Q)@(@) =
af ) 0 0%f Ox 0% f Jy 0%f Ox 62f8y
_rcos(e)% +rsm(9)ay r n(@)@% — (9)8 5 50 + rcos (9)8 0y 06 +r (0)a 290 =



o2 O O 2F L P T
= —rcos(0) o +rszn(9)ay + résin (19)a 5 — 1sin(f)cos(0) g0 T szn(@)cos(@)axay + rcos*(0) 997
= reos(0)2L 4 rsin0)%L 4 125in2(0) 2 _ PI | 2e0s2(0) 0
= —rcos(0) D + rszn(9)6y +résin (9)a 5 — 2r2sin(6)cos(0) 920y + r2cos*(0) 352

8729 = —rcos(ﬁ)g + rsin(@)% + r2sin2(9)a2—f — 2r2sin(0)cos() 0°f + 7’20082(9)ﬁ

002 oz Oy 0x? Oz dy Oy?

2
Q 10. Des égalités précédentes, on obtient r % + % + rg— =r2Af, donc
f € H(R?\ {(0,0)}) si et seulement si, ¥(z,y) € R?\ {(0,0)}, Af(z,y) = 0 si et seulement si,
" 2% 0%g  Og
V(r,0) € R*t x R, 7'82—1—892—1— 67_0 ,
99

Q 11. Soit f une fonction harmonique radiale de R? \ {(0,0)}, alors V(r,0) € R** x R, —=(r,0) = 0, donc

06
A

g(r,0) = h(r) ou h : R** — R de classe C? vérifiant rh”(r) + h/(r) = 0, donc h/(r) = — et par suite h(r) =
T

Aln(r)+ Bou A, B € R.
Q 12. On va essayer de chercher une fonction harmonique radiale de la forme h(r) = Aln(r)+B avec h(r1) = a

et h(ry) = b, on obtient un systéme simple a résoudre qui donne A = _ bma et B = aln(rz) = bln(rl),
In(ry) —In(ry) In(ry) —In(ry)
donc f(z,y) = h(r) = h(y/22 + 42)) = gln(xQ +y?) + B.
I.c

Q 13. f n’est pas identiguement nulle, donc 3(rg, 0y) € R*T x R tel que u(rg)v(y) # 0.
La fonction 6 — f(rocos(),rosin(0)) = u(ro)v(0) est 2r—périodique, donc Vo € R, u(ro)v(0+27) = u(ro)v(h),
or u(rg) # 0, donc v(# + 27) = v(6), ce qui assure la périodicité de v.
Q 14. Supposons toujours u(rg)v(dy) # 0 et que f est harmonique, I'équation de la question Q10. s’écrit
r2u” (r)v(0) + u(r)v”(0) + ru’(r)v(#) = 0, donc avec 6 = y, on obtient Vr € R**, r2u”(r) + ru/(r) — Au(r) = 0 ol
"
on a posé A\ = _Y0)

v(0o)

et avec r = 7o, on aura V0 € R, v"(0) +

rgu” (ro) + rou’ (ro)
, u(ro)

1" " !
rou (r)v(fp) = 0, donc A = —— b0) _ row’(ro) +rot(ro) g qui donne V6 € R, v”(6) + Av(6) = 0

v(0p) u(ro)

[1.C.1) On suppose A = 0.

Q 15. Les solutions de (11.2) sont les polyndbmes de degré 1 qui sont périodiques, donc se sont les fonctions
constantes.

Q 16. Léquation (I1.1) s’écrit r2"(r) + 2'(r) = 0, donc les solutions sont les fonctions définies sur R** par
z(r) = Aln(r) + Bou A, B € R.

Q 17. La fonction nulle répond a la question.
Si la solution n’est pas nulle, d’apres les questions Q15 et @16, v(f) = Cte et u(r) = Aln(r) + B,

donc f(rcos(0),rsin(0)) = aln(r) + g ou a, 5 € R.

11.C.2) On suppose X # 0.

Q 18. Si A > 0, Lensemble de solutions de (I1.2) est Vect(cos(0v/ ), sin(0v/ X)),

ces solutions sont 27-périodiques.

Si A < 0, Lensemble de solutions de (I1.2) est Vect(ch(9v/—N), sh(6v/—N)), ces solutions ne sont pas pério-
diques.

On conclut que la condition nécessaire et suffisante est A > 0 et les solutions sont de la forme

2(0) = acos(0vV/X) + Bsin(6v/X) ol a, B € R,

Q 19. Soit z € C% sur R**+, Z = zoexp est de classe C? sur R vérifiant Zoln = z.

Vr >0, 2'(r) = %Z’(ln(r)), 2'(r) = —T%Z’(ln(r)) + T%Z”(ln(r)), donc z vérifie (I1.1) si et seulement si,

Vr > 0,722"(r) +r2'(r) — Az(r) = 0 si et seulement si, ¥r > 0, Z"(In(r)) — AZ(In(r)) = 0 si et seulement si V¢ € R,
Z"(t) = NZ(t) =0.

Si\ >0, Z(t) = Ach(tV/A) + Bsh(tvV/A) et si A < 0, Z(t) = Acos(tv/—X) + Bsin(tv/—X\), ce qui donne

_ _ Ach(vAln(r)) + Bsh(v/An(r)) si A>0

2(r) = Z(in(r)) = { Acos(v/=Xn(r)) + Bsin(v/=Xn(r)) si A<0

Q 20. Déja le cas A < 0 la limite en 0T de la solution n’existe pas.

Dans le cas A\ > 0 'ensemble de solution est Vect(ch(vXin(r)), sh(v/Ain(r))) = Vect(exp(v' Nn(r)), exp(—v/Nn(r))),
donc I'ensemble de solutions prolongeables par continuité en 0* est la droite Vect(exp(v/An(r))).

v(0) = 0, or r3u"(ro)v(0o) + u(ro)v” (6p) +

lll Principe du maximum faible



l.A

Q 21. U borné, donc 3R > 0 tel que U C D(0, R), donc U C D(0, R), ainsi U est un fermé borné de R",donc
U est compact et vu que f est continue sur U, alors f est bornée et atteint ses bornes, en particulier f admet un
maximum en un point =, de U

Q 22. Raisonnons par I'absurde et supposons que xq ¢ U, alors zo € U et par suite z est un point critique

n 2 2
de f, a savoir df (x¢) = 0, de plus A f(zg) Z o 2 (o) > 0, donc Ji € [[1, n]] tel que o J;(

xo € U qui est ouvert, donc 3r > 0 tel que D(:co, r) C U,donc Vt €] — r,r[ zo + te; € U on définit sur | — r,r|
la fonction ¢(t) = f(xo + te;).

0) > 0.

2
¢ est de classe C2 sur | — r,7[ admet un maximum en 0, donc ¢”(0) < 0, or V¢ €] —r,r[ ¢" (t) = e ‘é(:z:o + te;),
2
donc ¢”(0) = g ‘é(zo) > 0, ce qui contredit que ¢”(0) < 0.
U c U, donc sup fly) <sup f(y) = sup f(y) = f(xo), Or xg ¢ U, donc I'inégalité est stricte.
yeu yeU yeou
li.B
Q 23. Lapplication z = (21, ..., ) — ||z]|? = Zx est polynémiale, donc continue sur U et de classe C? sur
=1
U, et f continue sur U, de classe C? sur U, donc g. I'est aussi.
9ge of 9% % f
Soit © € U, (x) = oz, o (z) + 2ex; et (z) + 2¢, donc Ag.(z) = Af(z) + 2ne, or f est

z; 8@2 > (2) = 0z?
harmonique, donc Ag.(z) = 2ne >0

Q 24. Soit x € U, alors ||z|| < M ou M bornant U.
g- est continue sur U de classe C? sur U et Ag.(x) > 0, donc d'aprés la question Q22,

f@) +ellz]|® = ge(x) < sup ge(y) < sup f(y) + M3,
yeoU yeoUu
ce qui donne en tendant ¢ vers 0 l'inégalité f(z) < sup f(x).
yedU
Q 25. Posons f = f, — f,, alors f est continue sur U de classe C2 harmonique sur U et nulle sur oU.
D’apreés la question précédente, f < 0 sur U, or — f vérifie les mémes hypothéses que f, donc —f < 0 sur U,
ce qui affirme que f est nulle sur U.

IV Fonctions harmoniques et fonctions développables en série entiére

IV.A

Q 26. Soit r €]0, R[ et posons u, (z,y) = a,(z + iy)™.

-V¥n € N, u,, est de classe C! sur D(0,r).

- La série de fonctions Zun converge simplement vers f sur D(0,r) via le développement en série entiere

n

de f sur D(0,1).
-V(z,y) € D(0,7),Vn € N*, |na,(z + iy)" | = |ina,(z + iy)" ! < nla,|r"~! et Znanrnfl converge

- . 0 Ouy, . e
absolument , donc Les séries de fonctions 61; Znan x4 iy)" ! et Z B _ =iy nan(z + iy)"!

convergent normalement sur D(0, r).
Ainsi f admet des dérivées partielles continues sur D(0,r) pour tout » €]0, R[, donc f est de classe C* sur
D(0,R)etona

+oo
o ) =i X nan(o ) = i ().

Y(z,y) € D(0,R),

Les dérivées partielles de f sont developpables en série entiére sur D(0, 1), donc sont de classe C! et par
récurrence f est de classe C™.

“+o0 “+o0
Q 27. Les séries nz;;an(z +iy)" et ; nan(z + iy)" ' ont méme rayon de convergence, donc g et % sont
| 2 ’f_ P n2
de classe C' sur D(0,1), d’ou f est de classe C* sur D(0, R), de plus — 92 = " 0y2 =— Zn(n—l)an(x+zy) ,
n=2

donc f est harmonique, ce qui entraine que « et v sont aussi harmoniques sur D(0, R).
IVv.B

o0
Q 28. Montrons I'existence d’une suite (b,,),, de complexes tel que (Z an(x + 1y) ) (Z by (x + iy) ) 1.

n=0

—+oo n
Le produit de Cauchy donne Z (Z Cﬁakbnk> (z +iy)™ = 1, ce qui conduit au systéme
k=0



agho = 1 etVn > 1, Ckapb,_i = 0.
k=0

. 1
f ne s’annulle pas sur D(0, R), donc ap = f(0) # 0 et par suite by = P
0
. 1
Supposons connaitre by, ..., b,_1, alors de 'égalité Z C*arb,_j = 0 on tire b, = —— Z CFagby_p,
=0 ao
ce qui assure par récurrence l'existence de la suite (by,)n, d’ ou - Z b (z + iy)"
n=0
0?(wv)  0%u 0% oudv , P*(uww) *u 821) Ou Ov
Q 29. 92 8x2v+u8x2+ 5 D et 42 052 U+u6y2+ ayay’do c
du dv ou Ov du dv ou Ov
A = A(u). A 2—— 42— =2— 2——.
(wo) = Alw)v +ud) + 25+ 25 5 = Yarar T 2oy 0y
f étant développable en série entiére, donc d’aprées le résultat admis % = zg—i
ou ov ou  Ov ou dv  Ov  Ou ou dv ov Ju
— i =i— — — —=——et—=_— Alur) =2—— —2—— =
c'est a dire a9 + Z(’?y 5 By donc oy o et oy~ on , et par suite A(uv) I =0
Iv.C
1 N 1 Oh  9%g 829
Q 30. i est de classe C* comme fonction a composantes de classe C', donc , de plus — = — — et
or  Ox2 Gscﬁy
oh 8%g 329 0%g 0%g . . oh  0Oh
= = h I 2 = =
9y~ dyor 8 5 Or g est harmonique, donc de classe C*, d'ou 910y~ Oyox’ ce qui entraine que o oy’

— N . .o Oh .Oh . p .
ainsi h de classe C! a valeurs dans C et vérifie o =iy ce qui assure par le résultat admis que h est

développable en série entiere sur D(0, R).

“+o0
Q 31. h étant développable en série entiére sur D(0, R), posons h(x,y) = Zan(x + iy)" et considérons
n=0
n+1 . 1 aH
H(z,y) = ¢(0,0) + Z (z + 1y) = u(z,y) + w(x,y), alors H de classe C' et %(x,y) = h(z,y) =
- n=0
—za—(gc,y), donc 99 = @ et 99 _ Ou d’ou dg = du et puisque D(0, R) est connexe par arcs (il est méme
dy ox or — 9y Oy’
convexe ),
V(z,y) € D(0,R) g(z,y) — u(z,y) = cte = g(0,0) — u(0,0) = 0, on conclut que g = u = Re(H).
Iv.D
Q 32. Soit r € [0, R], alors Vt € [0, 27] (rcos(t), rsin(t)) € D(0, R), donc

21 +o0

; f(rcos(t),rsin(t))dtz/o nz;oanr"e;vp(int)dt

Les fonctions f,, : t — anr"exp(_int) sont continues sur le segment [0, 27|, de plus |a,r"exp(int)| = |a|r™
et ) a,r" converge absolument, donc » _ a,r"exp(int) converge normalement sur [0,2x], ce qui permet de

2

n
permuter série et intégral, on obtient donc
27 “+oo “+o0

flreos(t),rsin(t))dt = E anr”/ exp(int)dt = 2m E anT" 00 = 2mag = 2w f(0),
0 n=0 n=0
27

ce qui donne I'égalité f(0) = % f(rcos(t), rsin(t))dt.
0

Q 33. Soit f harmonique sur D(0, R) tel que f(z,y) = u(x,y) + iv(z,y), oU u et v sont les parties réelles et
imaginaires de f, alors u et v sont aussi harmoniques sur D(0, R) a valeurs réelles, donc d’aprés IV.C, ils existent
H, G développables en série entiere sur D(0, R) tel que u = Re(H) et v = Re(G), dou f(x,y) = Re(H(x,y)) +
iRe(G(z,y)) et I'égalité précédente est vérifiée pour H et G.

f(0) = Re(H(0)) +iRe(G(0)) = Re ( 171- ' H(rcos(t), rsin(t ))dt) +iRe (21

™ Jo
1 27

27

G(rcos(t), Tsin(t))dt) =

o (Re(H) 4 iRe(Q)) (reos(t), rsin(t / f(reos(t), rsin(t))dt
™ 0
te[0,27]
et de I'égalité de la question 32, on obtient |f(0)] < sup |f(rcos(t),rsin(t))], or t — f(rcos(t),rsin(t)) est
te[0,27]
2m-périodique, donc sup | f(rcos(t), rsin(t))| = sup |f(rcos(t),rsin(t))|, d’ou f(0) < sup|f(rcos(t),rsin(t)).
teR t€[0,27] teR

Q 35. On fait une copie de la réponse précédente.

Q 36. Si | f| admet un maximum en 0 sur D(0, R), alors ¥z € D(0,1), | f(2)| < |f(0)].

-Si f(0) =0, alors f =0sur D(0,1).

0
Q34.t— f(rcos(t), rsin(t)) est continue sur Ie segment [0, 27], ce qui assure I'existence de sup | f(rcos(t),rsin(t))|,



- Si f(0) # 0. Supposons que les a,, du développement f(z,y) Z an(x " ne sont pas tous nuls et

considérons k > 1 le plus petit entier tel que ay # 0, alors si x + iy est v0|sm de 0, f(z,y) = f(0) + ax(z + iy)* +

o(|z + iy|*), donc f(z,y) = £(0) <1 + %(z +iy)* + o[z + W))-

f (0)
onaura f(zo) = f(0) (1+ re* + o(¢*)),donc pour ¢ assez petit | f(z)| > |f(0)], ce qui contredit la maximalité

de |f(0)] et par suite les a,, sont nuls pour n > 1, ce qui entraine que Vz € D(0,1), f(z) = f(0).
Q 37. Raisonnons par I'absurde et supposons gu'’il existe un polynéme complexe P qui ne s’annule pas sur C et

Choisissons ¢ > 0 et § € R tel que —— = rqe®® oli o > 0, alors si z = ce %

non constant, alors d’apres la question 28, ) est développable en série entiere sur C, de plus |P(re“)\ ~ |an|r”

ol n = deg(P) > 1, donc | P(re®)] w sl et par suite Plre)| i 0, ce qui assure I'existence de R > 0
1

1
P = PO)

tel que Vz € C vérifiant |z| > R,on a

1 —_— 1 1
D(0, R) est un compact et z — est continue, donc 32y € D(0, R) < , en particulier
' | [P(2)| . ) |P(2)] — |P(20)]
< , on conclut que vz € C < et par suite la fonction z — ———— admet un
[P(0)] — [P(z0)] [P(2)] — [P(z0)] |P(2 + 20)|

maximum en 0, ce qui entraine par la question précédente que cette fonction est constante, ce qui contredit que
P n’est pas constant.

V Résolution du probléme de Dirichlet dans le disque unité de R?

it 1 —it
Q38. Vvt € R, - ‘ + e 1 ha efitz, or e~®z| = |z| < 1, donc les développements usuels assurent que la
—z — € z

ezt
fonction z %

est développable en série entiére sur D(0,1) eton a

ezt +Z
1 72t —int _n __ —int P 72(n+1)t n+1 __ -1 92 —int P
oit +e Z e z Z e + nz:o e + Z e
1 27 ezt +Z 1 27 ezt +Z 27 oo
= Re | — h(t dt h(t)— = — t)dt Ye "t
o(2) e(%/o 05 Zar)or o [T S e = o [T +Z( [ e

donc développable en série entiére sur D(0, 1), et la questlon Q27 assure que (z,y) — g(x +1iy) est harmonique
sur D(0,1).

Q39.Vz € D(0,1),Vn € N*, les fonctions t — e~"* 2" sont continues sur le segment [0, 27] et [e =127 | = |2|",
donc la série Z e~ 2™ converge normalement sur [0, 27], ce qui permet de permuter série et intégral, on a donc

+o00 27

1 2776”—"-2 . 1
P —dt =1+2 e”Mdt ) 2" =142 6,02" = 1,don rtie réelle — t,z)dt =
21 Jo e + Z( / )z + 0% donc sa partie celle ; P(t, z)

1.
Q 40. Soit f une fonction 27 —périodique définie sur R a valeurs réelles.

w421
Montrons que V¢ € R, / ft)ydt = / ft)dt.
SO|t ¢ € R, alors 3k € Z tel que ¢ € [2km,2(k + 1)x[, donc avec le changement ¢ «— t + 2kx, on obtient

2(k+1)m 2(k+1)m
f(t)dt = / f)dt = f®)dt + / f(t)dt et par le changement ¢t «— t + 2w dans la premiéere
2 2km o]

n=1

0 km

@ w427 w421 2
intégrale, on obtient ftdt = / f(t)dt, ce qui donne I'égalité / ft)ydt = ft)dt
2km 2(k+1)7 @ 0

En appliquant cette égalité a la fonction ¢t — h(t)P(t, z) qui est 2r—périodique, on obtient la formule deman-

dee.
it 6 1 i(60—1t) 1 i(0—1t) 1— —i(6—1t)
Q41. Soit r e [0,1[, &FTC 2T _ AdreT)(A e ):’
eit —pei 1 — peilf—t) 11— rei@-02

or|l— ret0— t)|2 = (1 —rcos(0 —t))? + r2sin?(0 — t) = 1 —2rcos(0 —t) +r? et (1+ rei(eft))(l - Te’i(g’t)) =
et +re? 11?4 2irsin(0 —t)

1—7r2 4 2irsin(f —t), donc P(t, est la partie réelle de — — = a savoir P(t,re'?) =
7+ 2irsin( ) P(t,re') p pETR——— T 2rcos(0 — 1) £ 17 P(t,re?)

1—r?
1—2rcos(f —t) +1r2’
, , 1—72 1—1r2 pram=0 :
Q42. Posons z = re'?, alors 0 < P(t, re') = < ,donc 0 < / P(t,re')dt <
1—2rcos(0 —t)+r2 — (1+71)?’ oto



2

1—7? . ) 1—
2(m — 5)7T, or si z —» ¢'?, alors |z| — 1, donc 2(7 — 6)7T —0
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et par suite  lim P(t,re)dt = 0.
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Q 43. Soit ¢ > 0, h étant continue sur le segment [0, 27], donc d’aprés le théoréme de Heine, i est uniformé-

ment continue sur [0, 2], d’ou 36 > 0 qu’'on peut choisir dans |0, 7| tel que

Va,y € [0,2n] vérifiant |z — y| < 6, |h(z) — h(y)| < —
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Par périodicité / |h(t) — h(p)|P(t, z)dt = / |h(t) — h(p)|P(t, z)dt et par inégalité triangulaire
@427 —0 -
1 p+2m—0 Suﬂg |h(t)‘
— \h(t) — h()|P(t, 2)dt < L<*—— donc
27 Jots T
c sup |h(t)| @+2m—0 e sup |h(t)| @+2m—0
lg(z) —h(p)| < = 5+ L/ Pt z)dt + = < L/ P(t, z)dt + .
T o+ 2 T so+
Q 44. D’apres Ia question Q42, pour le ¢ de la question Q43, 3r €]0, 1] tel que
sup [h(t)| 4 on—s
W € D(e*, 1), L/ P(t, 2)dt < ¢, donc g(=) —> h(s).
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La continuité de z — h(t)P(t, z) sur D(0, 1) entraine la continuité de g sur D(0,1), de plus lim g¢(z) = h(yp),
z—et¥

donc g se prolonge par continuité sur D(0, 1) en une fonction qu’on notera toujours g en posant , g(e??) = h(yp).
Si on pose f(x,y) = g(z + iy), alors ¥Vt € R f(cos(t), sin(t)) = h(t), de plus d’aprés la question @38, f est
harmonique sur D(0, 1), donc f est solution du probléme de Dirichlet sur D(0, 1).
Pour T'unicité, supposons que le probléme admet deux solutions f; et f,, alors Vt € R, fi(cos(t), sin(t)) =
fa(cos(t), sin(t)), c’est adire f1 = fo sur 9D(0, 1), donc d’apres la question Q25, fi = fo sur D(0,1).



