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Premiére partie

1. (a) Siu€ Ey, alors r (u) > 0, et I'on peut choisir a tel que 0 < o < 7 (u); la suite (uza*)

k>1
est alors bornée: on peut considérer 3 > 0 tel que |ukak} < (@ pour tout k; alors pour
BB N B 1 .
tout k, lug| < —=—1{— et le réel M = max ( —, — ) > 0 convient.
o a \«a a’ «
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Inversement, on dispose de M > 0 tel que la suite de terme général uy, (M) soit bornée,
1
ce qui par définition de r (u) implique i < r(u), et a fortiori r (u) > 0.

L’assertion est démontrée.

k
1
(b) Si 'on avait r (u) > i la suite de terme général wuy i devrait tendre vers 0

(puisque la série converge); or ’hypothése affirme que son module est minoré par 1.

Donc r (u) < i L’assertion est démontrée.

2. Calculons

R o o1, o1 2 1 1 2/l 1
2k—0)2 \i k—i) @ (k-0 ilk—i) @ (k—di)? k\i k—i

Par sommation, il vient

S_k_l 2 k11+k—1 1 +2k—11+2k—1 1
k= 72 i)Q k ) ke~ k—1
=1 =1 =1 =1 =1
T
En utilisant le ch t d’indice i = k — i, cela donne: =2y —+-) -
n utilisant le changement d’indice i, cela donne ; 2 + k; ; ;
+oo
1 E—1 n?
O déduit le S <2 —+4——< — +4
n en déduit par exemple e < ;ZQ—F S 3+
2 k—1 1 y
donc en prenant 7 = — + 4, on a bien Vk > 2, — < =
3 2_; P2 (k—i)" ~ K
. S 41 .
Quelle est la valeur optimale? Maple suggére que c’est v = 9 = Sy; vérifions-le: d’abord

9 e .
Sy =4, 53 = 3 sont inférieurs a Sy; ensuite, pour k > 5 :
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5.

Puisque la fonction ¢t — t~2 est décroissante, par comparaison & une intégrale il vient

Lt 4Zk 14—k k;ll (k=4 (k-5)
S = 54 2/; k: 4 6k (k—1) 0

Deuxiéme partie

Distinguons deux cas:
Cas —a ¢ N*. Sil'on a 0 = (k + a) ux pour tout k£ > 1, on en déduit u, = 0 pour tout k > 1,
donc u est nulle, et ainsi A, est injectif.

1
De plus, pour v € E, il est possible de définir u par u; = P Vk; c’est un élément de E tel
a

que A,u = v, et ainsi A, est surjectif.
Cas —a € N*. Sil'on a0 = (k + a) ug pour tout k > 1, en en déduit u; = 0 pour tout k # —a,

donc u € Ce_,; inversement, A,e_, est la suite nulle, donc ker A, = Ce_,.
1

Si v = A,u, nécessairement v_, = 0; inversement, si v_, = 0, on peut poser u, = vy Sl

k # —a et u_, = 0; cela définit un élément de F tel que A,u = v. L'image de A, est donc
I’hyperplan noyau de la forme linéaire non nulle ¢ : v € E — u_, € C.

si—a¢N* kerd,={0}etImA,=F
si—aeN* kerd,=Ce ,etImA, =ker(ue F —u_,eC)

Notons que dans les deux cas ker A, P Im A, = E, puisque ¢ (e_,) = 1 # 0.

On peut noter préalablement que si 'on pose vy = (k + a) uy, alors lorsque k — 400
|vk| ~ ke |ul

donc 7 (v) est aussi le rayon de la série Y kupz®1, qui vaut r (u) puisqu'une série entiére
k>1

et sa série dérivée ont méme rayon de convergence. Notamment, u € Eg si et seulement si

Aqu € Eg , ceci pour tout R > 0.

D’aprés la question précédente, puisque —a ¢ N*, A, est injective, donc sa restriction a Fgr

lest a fortiori; la remarque précédente montre que si u € Eg, alors A,u € Eg, et si l’on choisit

v € Eg, on peut considérer u = A v € E, avec u € Er pour les mémes raisons. Ainsi,

Si —a ¢ N*, A, induit un isomorphisme de Ef.

Troisiéme partie

k-1
(a) Traduisons que Tu = v: vy = (1 +a)u; et v = (k4 a)ug + ¢ > uup_; pour k > 2 ce
i=1
qui permet d’en tirer

U1 . 1
1+a’ k+a

Uy =

k-1
[’Uk —c> uiuk_i] pour k > 2.
i=1




(b)

Si Tu = Tu' = v, le calcul précédent montre que u et v s’expriment de la méme maniére
en fonction de v, donc u = u’ (i.e. up = u;g pour tout k > 1 par récurrence). L’application
T est donc injective.

Elle est aussi surjective, car si v € F, il est loisible de définir par récurrence la suite u
par les relations obtenues a la question précédente (k + a # 0 pour tout k > 1), et cette
suite u vérifie clairement Tu = v. T est une bijection de E dans F.

Soit u € E,. D’aprés le cours, r(Tu) > min (r (Agu),r (u*xw)); or r(uxu) > r(u)
(puisque plus généralement 7 (u * v) > min (r (u),r (v)), et d’aprés la question 4.,
Aqu € Eyq), donc r (Tu) > r (u) > 0, et ainsi Tu € E, :

T (E,) est inclus dans F.,.

Si pour tout § > 0, il existait k € N* tel que |k + a| < §, on pourrait considérer une suite
d’entiers non nuls k, vérifiant |k, + a| < 27", et dont —a serait ainsi la limite; une suite
d’entiers convergente étant stationnaire, cela imposerait —a € N*; donc comme a n’est
pas un entier strictement négatif, 'existence de 6 est assurée.

0
Si ¢ =0, tout My > 0 convient, sinon il suffit de prendre M, = 5 | i > 0.

Puisque v € E,, la question 1. (a) garantit I'existence de M > 0 tel que |v| < M* pour
tout k.

Il reste alors & choisir M; > 0 tel que 2k2M* < §MyMF pour tout k > 1; pour k = 1,
cela impliquera M < 2M < 6 MyM;. Or

2 Ink
2k*M" < §MoMf & —In—— +2— +InM <In M
_01k6M0+k+n n A
1 2 Ink
et la suite k — z In YA + 27 + In M converge vers In M, donc est majorée par une
0

constante M ; le choix de M; = exp (M ) fait D'affaire.

L’existence des 4 réels strictement positifs est établie.

Montrons par récurrence que - k2
M
Pour k = 1: |uy| = |1‘:)Ll| | < 5 d’apres (1) et (3); mais d’apres (4), M < 6MyM,, donc
a
MM}
luy| < MoM,y = 32 L.

Supposons le résultat acquis jusqu’a 'ordre k — 1; alors grace a 5. (a) et (1) :

\Uk\+\C|Z\UzHUk z] <3 <|Uk|+|0\2|uz||?tk z>;

par hypothese de récurrence et grace a (3) :

MM’MM’“ 1 — 1
lug| < < (Mk+\|z - " >=5<Mk+\C|M2MfZW>

=1

|ur| <

|k‘+ [k +al

3



En utilisant la question 2. et la condition (2) :

1 v 1
< Z k 2 k_I < k
lug| < 5 <M + || MFM; kQ) < 5 (2M +

5M0Mf> - MF MyM}

2 5 o

MoMF N MoMF B MoMF
2k2 2k? k2
(d) L’application T' étant injective, sa restriction & E, 'est également, et est a valeurs dans
E..
Siv € ET, la surjectivité de T assure I'existence de v € E tel que v = T'u, ce qui nous

Il reste a utiliser la condition (5) pour obtenir |ug| <

raméne aux hypothéses de 6. Il s’agit alors de prouver que u € E*. Puisque = <1,

en posant My = max (MM, M), on a donc |uy| < (Mng)Mf_l < M} avec My > 0.

D’aprés 1. (a), on a bien u € E. T est une bijection de E, sur E,.
7. (a) P Uk Qapres 5. (a) ke 1 et k> 2
. (a) Posons ap = —; d’apres 5. (a), oy = ———— =1 et pour k >
k \F p 1 (1+a) A b

1 1 G 112 1522w u 1

7 Wk—q
ap=—F7T"— | —CcY wup_; | =—7 ) uup_;=— ——— == ) 00k
) /\’“k+a<k z_; ’“) Akk; ¢ k;;xﬁ—z k:z_; ¢

On constate que «; vérifie les conditions requises. Supposons que cela soit le cas pour

Qai,...,0_1 avec k > 2; alors
k 2 (k} — 1) kE—1 k-1 1 k-1

=1 i=1

Comme 2 (k — 1) > k, on en déduit k2% < kay, < k et finalement

up = ap\F avec 217F < o < 1 pour tout k£ > 1.

1
(b) Puisque pour tout k, |ux| < ¥, il vient d’apreés 1. (a) : 7 (u) > 3 Puisque pour tout k,
% A\ 2
lug| > Y > <§> , il vient d’apres 1. (b) : r (u) < T % <r(u) < %

Quatriéme partie

8. L’équation ty +at = 0 reléve du cours sur les équations différentielles linéaires; si ’on travaille
sur I = ]—00,0[ ou I = ]0,+4o0[, intervalle sur lequel la fonction continue ¢ +— ¢ ne s’annule
pas, les solutions maximales sont définies sur I tout entier, et forment une droite vectorielle
engendrée par la fonction t — exp (—aln [t|) = [¢t| .

les solutions maximales sont définies sur tout l'intervalle proposé,
et sont proportionnelles a ¢ +— [¢|7.




9.

10.

11.

12.

Supposons que f € C* (R) soit solution de D f = 0 et vérifie f (0) = 0. Elle est en particulier
solution sur les deux intervalles précédents, et il existe donc «, § deux réels tels que f () =
alt| ™ pour t > 0 et f(t) = Ft| " pour t < 0. Le seul moyen qu'une telle solution soit non
nulle et indéfiniment dérivable est que —a € N*.

Cette condition nécessaire est suffisante, car si a = —n € N*| f (¢) = ¢™ est une solution sur
R de classe C'*°, nulle en 0 non identiquement nulle.

La condition est que a soit un entier strictement négatif.

Léquation Df = g équivaut sur I aVt € I, f (£)t* + at® ' f (¢) = t° g (t) = (t*f ()) donc
sur I'intervalle [ :

{ fD(Z;)::ga St (t) —aty = /t 5% tg(s)ds

et la solution cherchée est

t

f@)=ati xt*+ t“/ 5" 1g (s)ds.

to

Puisque ¢ (0) = 0, toute solution de Df = g doit vérifier f(0) = PI% (tf (t) +af(t) =

+oo
g(0) = 0. Il s’agit donc de chercher une solution f (t) = > uxt® avec r (u) > 6. Or pour
k=1
une telle série entiére, de classe C™ sur |—r (u),r (u)[ et dérivable terme & terme, on a sur
J=r (u), 7 (u):
+oo +oo
W) +af () =3 (k+ @)t = Y (A, 1"

k=1 k=1
Puisque a n’est pas un entier strictement négatif, et que v € Eg avec R = 6 > 0, d’aprés la
question 4., il existe un unique élément u € Er tel que A,u = v. Cet élément u est tel que

+o0

f ()= upth vérifie Df = g et v (u) > 6. 1l reste a réaliser la condition f (¢y) = a, ce qui
k=1

compte-tenu de la question 5. (a) (avec ¢ = 0) s’écrit:

+o0o
Ve .
=) ot
pt k+a
(a) Soit € > 0; puisque a < 0 et 1ltil(%g (t) = 0, il existe t; > 0 (que 'on peut supposer < tg)
d
tel que 0 < t < t; implique |g (t)| < (—a) &, donc également |g (¢) t*7!| = p [f (@) t]| <

—aet® 1. Alors pour 0 <t < t; :

t1

t1
lf (@)t — f(t)t]] < / |g(s) s“*1| ds < —az—:/ 5% s = et — et} < et®
t

t



a

¢ t
puis |f (t) — f(t1) t—(ll < €; mais }gingl‘f (t1) t—(ll = 0 donc on peut trouver t5 > 0 tel que

a

t
f(t1) t_‘ll‘ < e pour 0 < t < tg; alors pour 0 < t < min (¢1,t2), |f (t)| < 2¢ par inégalité

triangulaire. Ceci établit

%1_{% f()=0.
1
L’hypothése sur g donne gl(f) =0 <1—) et comme 1—a < 1, on en déduit I'intégrabilité
st—a s @

en 0 de cette fonction; ainsi

t to
lim (atg +/ @ds) = aty — / gl(s)ds.
t—0 to S —a 0 S —a

Ft) = ti (at3+/t:%ds)

admette une limite finie en 0T, il est nécessaire de prendre
to
s
o= tg“/ gl( )ds.
0o 57

Dans ce cas, grace au changement C! bijectif: u € ]0,1] — s = tu € ]0,] :

V>0, f(1) 1[%@:/1@@
0 0

Tt ul—e

Pour que

0
Apres prolongement en 0, la fonction g est continue sur le compact [O, 5} = K, donc

g (ut) M
ul—a ul—a
pour tout (t,u) € K x |0,1], ce qui réalise la condition de domination (l'intégrabilité

g (ut)

ul—ae
tout u € |0, 1], le théoréme de continuité sous le signe [ établit que

1 1
lim g (tu)du = / g (O)du =0

t—0 0 ul—e 0 ul—a

<

bornée, et 'on peut considérer M tel que |g (t)] < M pour t € K; alors '

étant assurée par changement de variable); comme ¢ — est continue sur K, pour

et donc

lim f (t) = 0.

t—0




