
Page 1 sur 7Centrale TSI 2003 - Mathématiques 1Partie II.A.1. fα est 
ontinue sur ]0, +∞[. Comme α < 0, lim
x→+∞

xα = 0 et fα(x) ∼
x→+∞

x.D'où lim
x→+∞

fα(x) = +∞.On en déduit simplement que l'intégrale de fα sur R
+ diverge ( lim

x→+∞
x0fα(x) = +∞).I.A.2. Pour α = 0, ∀x ∈ R

+, 0 ≤ 1 + sin2 x ≤ 2. D'où x

2
≤ f0(x). D'où lim

x→+∞
f0(x) = +∞ etl'intégrale de f0 sur R

+ diverge.I.A.3. ∀x ∈ R
+∗, 0 ≤ sin2 x ≤ 1 ⇒ 0 ≤ 1 + xα sin2 x ≤ 1 + xα. D'où :

fα(x) ≥ x

1 + xαPosons, pour α ∈ ]0, 2] , gα : R
+ → R

x → x

1 + xα

. gα est 
ontinue sur R
+ et gα(x) ∼

x→+∞

1

xα−1
.Or α − 1 ≤ 1, don
 l'intégrale de gα sur R

+ diverge et 
omme ∀x ∈ R
+, 0 ≤ gα(x) ≤ fα(x),l'intégrale de fα sur R

+ diverge.I.B.1. Pour α > 0, fα est 
ontinue sur R
+ et positive. Notons Un la somme partielle de rang nde ∑

n≥1

un.

• Supposons l'intégrale de fα 
onvergente. Alors lim
x→+∞

∫ x

0

fα(u)du = l ∈ R. Or :
∀n ∈ N

∗, Un =
n
∑

k=1

∫ (k+
1

2)π

(k− 1

2)π

fα(u)du

=

∫ (n+
1

2)π

π

2

fα(u)duet lim
n→+∞

Un = l −
∫ π

2

0

fα(u)du. D'où ∑

n≥1

un 
onverge.
• Supposons que ∑

n≥1

un 
onverge et posons +∞
∑

n=1

un = L.On a alors ∀x ∈
[π

2
, +∞

[, ∃n ∈ N
∗,x ≤

(

n +
1

2

)

π. D'où :
0 ≤

∫ x

π

2

fα(u)du ≤
∫

“

n+
1

2

”

π

π

2

fα(u)du = Un ≤ L puisque fα ≥ 0 et ∀n ∈ N
∗, un ≥ 0.Comme fα ≥ 0 et {

∫ x

π

2

fα(u)du
/

x ∈
[π

2
, +∞

[

} est majoré, l'intégrale de fα sur [π

2
, +∞

[,don
 sur R
+, 
onverge.J'ai montré que : l'intégrale de fα est 
onvergente ⇔

∑

n≥1

un 
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Page 2 sur 7I.B.2. En minorant le numérateur de fα(x) sur [(

n − 1

2

)

π,

(

n +
1

2

)

π

] par (

n − 1

2

)

π et enmajorant son dénominateur par 1 +

((

n +
1

2

)

π

)α

sin2(x) (α est positif), on obtient un ≥ vn.De même, en majorant le numérateur de fα(x) sur [(

n − 1

2

)

π,

(

n +
1

2

)

π

] par (

n +
1

2

)

π eten minorant son dénominateur par 1 +

((

n − 1

2

)

π

)α

sin2(x), on obtient un ≤ wn. Don
 :
∀n ∈ N

∗, vn ≤ un ≤ wnI.B.3. ∀n ∈ N
∗, notons hα l'appli
ation de R

+ dans R qui à x asso
ie 1

1 +

((

n − 1

2

)

π

)α

sin2(x)

.
hα est alors π-périodique. D'où, wn =

(

n +
1

2

)

π

∫ π

2

−π

2

hα(u)du. Comme hα est paire :
wn = (2n + 1)

∫ π

2

0

1

1 +

((

n − 1

2

)

π

)α

sin2(u)

duDe même :
vn = (2n − 1)

∫ π

2

0

1

1 +

((

n +
1

2

)

π

)α

sin2(u)

duI.B.4. E�e
tuons dans l'intégrale le 
hangement de variables t = tan(u).
(

tan est un di�éomorphisme de 
lasse C1 de [

0,
π

2

[ sur R
+

).On a alors :
∫ π

2

0

1

1 + h2 sin2(u)
du =

∫

+∞

0

1
(

1 + h2
t2

1 + t2

)

(1 + t2)

dt

=

∫

+∞

0

1

1 + (1 + h2) t2
dt

=
1√

1 + h2

[

arctan
(√

1 + h2t
)]+∞

0
.D'où :

∫ π

2

0

1

1 + h2 sin2(u)
du =

π

2
√

1 + h2On en déduit, en utilisant h =

((

n +
1

2

)

π

)α/2, que :
∀n ∈ N

∗, vn =
(2n − 1) π2

2

√

1 +

((

n +
1

2

)

π

)αet de même :m03
t1
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∀n ∈ N

∗, wn =
(2n + 1)π2

2

√

1 +

((

n − 1

2

)

π

)α

I.B.5. On a alors, 
omme ∀n ∈ N
∗,

(

n +
1

2

)

π ≥ 1 et α > 0, vn ≥ (2n − 1) π2

2
√

2 ((n + 1)π)α
et 
omme

2n − 1 − 1

2
(n + 1) =

3

2
(n − 1) ≥ 0,

vn ≥ (n + 1) π2

4
√

2
√

((n + 1) π)α
et don
 :

vn ≥ Kπ2−
α
2

(n + 1)
α
2
−1

ave
 K =
1

4
√

2
> 0On a aussi ∀n ∈ N\ {0, 1}, wn ≤ (2n + 1) π2

2
√

((n − 1)π)α
et 
omme (2n + 1)−5 (n − 1) = −3n+6 ≤ 0,

wn ≤ 5 (n − 1)π2

2
√

((n − 1)π)α
et don
 :

wn ≤ K ′π2−
α

2

(n − 1)
α

2
−1

ave
 K =
5

2
> 0I.B.6. Posons v′

n =
Kπ2−α

2

(n + 1)
α

2
−1

et w′
n =

K ′π2−α

2

(n − 1)
α

2
−1

.
v′

n ∼
n→+∞

Kπ2−α

2

n
α

2
−1

et ∑

n≥1

v′
n 
onverge ⇔ α

2
−1 > 1 ⇔ α > 4. Don
 si α ≤ 4, 
omme ∀n ∈ N

∗, 0 ≤

v′
n ≤ vn ≤ un,

∑

n≥1

un diverge et l'intégrale de fα diverge.
w′

n ∼
n→+∞

K ′π2−α

2

n
α

2
−1

et ∑

n≥1

w′
n 
onverge ⇔ α

2
− 1 > 1 ⇔ α > 4. Don
 si α > 4, 
omme ∀n ∈

N
∗, 0 ≤ un ≤ wn ≤ w′

n,
∑

n≥1

un 
onverge et l'intégrale de fα diverge. On a montré que :l'intégrale de fα 
onverge si et seulement si α > 4.I.C.1. ∀α ∈ ]4, +∞[ , Φ(α) =

∫

+∞

π

2

x

1 + xα sin2 x
dx. On a alors, pour x �xé dans [π

2
, +∞

[

⊂

]1, +∞[ , ]4, +∞[ → R

α → xα

est stri
tement 
roissante et ]4, +∞[ → R

α → x

1 + xα sin2 x

est stri
tement dé
rois-sante. On en déduit que :
Φ est dé
roissante sur ]4, +∞[.I.C.2. L'on a vu que ∀α ∈ ]4, +∞[ , Φ(α) =

+∞
∑

n=1

un. Or ∀n ∈ N
∗, 0 ≤ v′

n ≤ vn ≤ un. D'où,
0 ≤

+∞
∑

n=1

v′
n ≤

+∞
∑

n=1

un = Φ(α).� Spé TSI � Ly
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Page 4 sur 7D'où ∀α ∈ ]4, +∞[ , Φ(α) ≥
+∞
∑

n=1

Kπ2−
α

2

(n + 1)
α
2
−1

≥
+∞
∑

n=1

Kπ2−α

2

∫ n+2

n+1

dx

x
α

2
−1

= Kπ2−
α

2

∫

+∞

2

dx

x
α

2
−1

= Kπ2−α

2

1

2 − α
2

[

x
2−

α
2

]+∞

2

= K
(2π)2−

α

2

α
2
− 2

∼
α→4

2K

(α − 4)
.D'où :

lim
α→4+

Φ(α) = +∞I.C.3. L'on a vu que ∀α ∈ ]4, +∞[, Φ(α) =
+∞
∑

n=1

un.Or ∀n ∈ N
∗, 0 ≤ un ≤ wn ≤ w′

n. D'où, ∑

n≥1

v′
n 
onverge et 0 ≤ Φ(α) =

+∞
∑

n=1

un ≤
+∞
∑

n=1

w′
n.D'où ∀α ∈ ]4, +∞[ , Φ(α) ≤ u1 +

+∞
∑

n=2

K ′π2−α

2

(n − 1)
α

2
−1

≤ 2

∫ π/2

0

xdx

1 + xα sin2 x
+

+∞
∑

n=2

K ′π2−α

2

∫ n

n−1

dx

x
α

2
−1

= u1 + K ′π2−α

2

∫

+∞

1

dx

x
α

2
−1

= u1 + K ′π2−α

2

1
2−α

2

[

x
2−α

2

]+∞

1

= u1 + K ′
π2−α

2

α
2
− 2

.Or lim
α→+∞

K ′
π2−

α

2

α
2
− 2

= 0 et 0 ≤ u1 ≤ w1 =
3π2

2

√

1 +
(π

2

)α
et lim

α→+∞
w1 = 0.D'où :

lim
α→+∞

Φ(α) = 0Partie IIII.A. ∀n ∈ N
∗, un(x) > 0 et un+1(x)

un(x)
=

(n + 1)x

nx(n + 1)
∼

n→+∞

1

n
de limite 0 en +∞. Don
 :

∑

n≥1

un(x) 
onverge pour tout x ∈ RII.B. ∀x ∈ R, (Sn(x))n∈N∗ est stri
tement 
roissante. Comme S1(x) = u1(x) = 1,
∀x ∈ R, S(x) = sup

n∈N∗

Sn(x) > 0Pour n ∈ N
∗ �xé, l'appli
ation x → nx

n!
est stri
tement 
roissante sur R. Don
 :

S est stri
tement 
roissante sur Rm03
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S(0) =

+∞
∑

n=1

1

n!
= e − 1

S(1) =
+∞
∑

n=1

n

n!
=

+∞
∑

n=1

1

(n − 1)!
=

+∞
∑

n=0

1

n!
= e

S(2) =
+∞
∑

n=1

n2

n!
=

+∞
∑

n=1

n(n − 1) + n

n!
=

+∞
∑

n=2

1

(n − 2)!
+ S(1) = 2e

S(3) =
+∞
∑

n=1

n3

n!

=
+∞
∑

n=1

n(n − 1)(n − 2)

n!
+ 3

+∞
∑

n=1

n(n − 1)

n!
+

+∞
∑

n=1

n

n!

=
+∞
∑

n=3

1

(n − 3)!
+ 3

+∞
∑

n=2

1

(n − 2)!
+ S(1)

= 5e.D'où :
S(3) = 5eII.D. On a déjà vu ∀x ∈ R, S(x) > 0.Soit n ∈ N\ {0, 1} et k > n.

∀x ∈ R
−∗, uk(x) =

kx

k!
=

(

k

n

)x

× nx

n!
× n!

k!
. Or :� (

k

n

)x

≤ 1 
ar k

n
> 1 et x < 0� n!

k!
=

1

k... (n + 1)
≤

(

1

n + 1

)k−nD'où uk(x) ≤ nx

n!
×

(

1

n + 1

)k−n (terme général d'une série géométrique 
onvergente) et
S(x) ≤ Sn−1(x) + un(x) +

nx

n!

+∞
∑

k=n+1

(

1

n + 1

)k−n

= Sn−1(x) +
nx

n!
+

nx

n!
× 1

n + 1
× 1

1 − 1

n + 1

≤ Sn−1(x) +
nx

n!

(

1 +
1

n

)

.J'ai montré :
∀x ∈ R

−∗, ∀n ∈ N\ {0, 1} , 0 < S(x) ≤ Sn−1(x) +
nx

n!

(

1 +
1

n

)II.E. L'on a ∀n ∈ N\ {0, 1} , 0 < S(−1) ≤ Sn−1(−1) +
n−1

n!

(

1 +
1

n

).Cal
ulons un majorant de n−1

n!

(

1 +
1

n

) pour les di�érentes valeurs su

essives de n ≥ 2 :
n 2 3 4 5
n−1

n!

(

1 +
1

n

)
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 0 < S4(−1) < S (−1) < S4(−1) + 0, 003 =
4

∑

n=1

1

n × n!
+ 0, 003 ⇒

1, 3159 < S (−1) < 1, 3160 + 0, 003.Don
, une valeur appro
hée à 10−2 près par ex
ès de S(−1) est 1, 32.II.F. ∀x ∈ R
−∗, 0 < S1(x) < S(x) < S1(x) +

2x

2!

(

1 +
1

2

). Or lim
x→−∞

2x

2!

(

1 +
1

2

)

= 0. D'où :
lim

x→−∞
S(x) = S1 (x) = 1

∀x ∈ R
+∗, S(x) > S2(x) = 1 +

2x

2!
. Or lim

x→+∞

2x

2!
= +∞. D'où :

lim
x→+∞

S(x) = +∞II.G. En −∞, la représentation graphique de S admet l'asymptote d'équation y = 1.En +∞, 
omme, pour x > 0, S(x)

x
>

2x

2!x
de limite +∞, la bran
he in�nie est une bran
heparabolique de dire
tion asymptotique d'équation x = 0.D'où l'allure de la représentation :

0

1

2

3

4

5

–4 –2 2 4xII.H. Soit p ∈ N
∗, x ∈]0, 1] ; appliquons la formule de Taylor-Lagrange à exp sur [0, x] en 0 àl'ordre p − 1 (exp est C∞ sur [0, x]).

∃c ∈]0, x[, ex =
p−1
∑

k=0

xk

k!
+ ec x

p

p!
.Or 1 ≤ ec ≤ e ; d'où p

∑

k=0

xk

k!
≤ ex ≤

p−1
∑

k=0

xk

k!
+ e

xp

p!

e qui est en
ore vrai pour x = 0. Don
 :

∀p ∈ N
∗, ∀x ∈ [0, 1],

p
∑

k=0

xk

k!
≤ ex ≤

p−1
∑

k=0

xk

k!
+ e

xp

p!II.I. t
ϕ→ et − 1

t
est 
ontinue sur ]0, +∞[.

ϕ(t) ∼
t→0

1 et ϕ se prolonge par 
ontinuité en 0 ; d'où :
∫

1

0

et − 1

t
dt 
onverge.II.J. De II.H., on déduit que ∀p ∈ N\ {0, 1} , ∀t ∈]0, 1],m03
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p

∑

k=1

tk−1

k!
≤ et − 1

t
≤

p−1
∑

k=1

tk−1

k!
+ e

tp−1

p!
⇒

p
∑

k=1

∫

1

0

tk−1

k!
≤

∫

1

0

et − 1

t
dt ≤

p−1
∑

k=1

∫

1

0

tk−1

k!
+ e

∫

1

0

tp−1

p!
⇒

p
∑

k=1

1

k.k!
≤

∫

1

0

et − 1

t
dt ≤

p−1
∑

k=1

1

k.k!
+ e

1

p.p!
⇒

Sp (−1) ≤
∫

1

0

et − 1

t
dt ≤ Sp−1(−1) + e

1

p.p!
.En faisant tendre p vers +∞, on obtient :

∫

1

0

et − 1

t
dt = S(−1)
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