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Partie 1
[.A.1. f, est continue sur |0, +oo[. Comme a < 0, lim z®* =0et f,(z) ~ =z

T——+00 T—+00
Dou lim f,(z) = +oc.
T—+00

On en déduit simplement que l'intégrale de f, sur RT diverge ( lim 2°f,(z) = +00).

r—-+00

LA.2. Pour a =0, Vo € R*, 0 < 1+sin®*z <2. D'ou g < fo(z). D'ou lim fy(z) = +o0 et

r—-+00

I'intégrale de f, sur RT diverge.

LA3. Ve R™, 0<sin?2<1=0<1+2%in’2z <1+ 2% Do :

T
z) >
folz) 2 14 2«

1
Posons, pour a € |0,2], go: RT =R . g, est continue sur Rt et g,(x) ~ o

r—+oo

v — —
14z~

Or a — 1 < 1, donc l'intégrale de g, sur RT diverge et comme Vo € RT, 0 < g,(x) < fo(2),

lintégrale de f, sur Rt diverge.

[.B.1. Pour a > 0, f, est continue sur R" et positive. Notons U,, la somme partielle de rang n

> Uy

n>1

T——+00

e Supposons l'intégrale de f, convergente. Alors lim / fow)du=1€R. Or:
0

n (k+%)ﬂ'
Vne N, U, = Z/ falu)du

= /(n+ )7? folu)du

us
2

et lim U, =1— /2 fo(uw)du. D’ott > u, converge.
0

n—-+00

n>1
+o0
e Supposons que Y u, converge et posons »_ u, = L.
n>1 n=1

1
On a alors Vx € [g,+oo [, dn e N*,,. < (n + 5) m. D’ou :

1
x (n+—>7r

0< / fo(u)du < / ’ fo(u)du = U, < L puisque f, >0 et Vn € N*, wu, > 0.
% jus

Comme f, > 0 et {/ fa(u)du /x € [g,+oo[} est majoré, 'intégrale de f, sur [g,—l—oo [,
3

donc sur R™, converge.

J’ai montré que :

Iintégrale de f, est convergente < E U, converge
n>1
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1
[.B.2. En minorant le numérateur de f,(x) sur { n—g)mln + 5 )| par (n— 5) et en

1 «
majorant son dénominateur par 1+ ((n + 5) 7T) sin?(z) (a est positif), on obtient u, > v,.

. 1 1 1
De méme, en majorant le numérateur de f,(z) sur | n — 3 m, (n+ 3 m| par ( n+ 3 et

a

1 . :
en minorant son dénominateur par 1 + ((n ~3 s sm2(aj), on obtient u,, < w,. Donc :

Vn e N* v, <u, <w,)

1

1+ ((n — %) W)asiDQ(x).

1 3
h. est alors m-périodique. D’ou1, w,, = (n + —) 7r/ ho(u)du. Comme h, est paire :

[.B.3. Vn € N*, notons h,, 'application de R* dans R qui & = associe

2

s
2

jus

wn:(Zn—l—l)/2 duj

O 14 ((n - %) W)asinZ(u)

De méme :

— s 1 _ U
Un = (2 1)/0 1+((n+%) 7T> SiHQ(u)d

[.B.4. Effectuons dans 'intégrale le changement de variables ¢t = tan(u).
<tan est un difféomorphisme de classe C! de [0, g[ sur ]R*).

On a alors :

2 1 +oo 1
o 1+ h2sin®(u) 0 ( t

1+h21+t2) (1+12)

[
= dt
o L1+ (1+n2)t?

— ﬁ [arctan (\/1 + th)} ;—Oo )

D'ou :

2 1 T
du =
/0 1 + h2sin?(u) " 21 + B2

1 a/2
On en déduit, en utilisant A = ((n + 5) w) , que :

(2n — 1) 7

e ((2))
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Vn € N*, v, =

et de méme :




(2n — 1) 7
et comme

[.B.5. On a alors, comme Vn € N*, (n + 1) m>1leta>0,v, > —
2 2y/2((n+1)7)

1
2n—1—§(n+1):g(n—1)20,

(Y (n_}_l)ﬂj e onc :
T a2/ (n+ D))" t done:

Kn*
(n+1)

1
avec K = —— >0
4/2

IR o)y

U, =

2 1) 72
On a aussi Vn € N\ {0, 1}, w, < Cn+lm = et comme (2n+1)—=5(n —1) = —3n+6 <0,
2y/((n—1)m)

5(n—1
(n )7 aetdonc:

K'n?™2 5
wngjavecK:§>O

(n—1)"
Kr2 3% K'n2—%
[.B.6. Posons v,, = et w, = ————.
(n+ 15 (- 15
/ Kﬂj_% / a . *
v, ~ —g—et Y v, converge < ——1>1< a>4 Doncsia <4, commeVn € N*, 0 <
n—+o0o N2 n>1
vl < vp < Uy, Y uy, diverge et intégrale de f, diverge.

n>1
. K'm* 3 ) o ,
w, o~ = et Y w, converge <& — —1 > 1<« a > 4. Donc si a > 4, comme Vn €
n—-—+0o00 nffl n>1 2
N*, 0 <wu, <w, <wl, > u, converge et I'intégrale de f, diverge. On a montré que
n>1

Cintégrale de f, converge si et seulement si o > 4]

“+o0o
I.C.1. Va € |4, 400], ®(a) = / 4z Ona alors, pour z fixé dans [g,—i-oo[ C

1+ zosin®x
11,400[, ]4,+00[ — R est strictement croissante et |4, +oo[ — R est strictement décrois-
a — ¢ o

3
1+ x%sin”x

sante. On en déduit que :

[@ est décroissante sur [4, +00[]

n=1

400
I.C.2. L'on a vu que Va € |4, +o0[, ®(a) = > u,. Or Vn € N*, 0 < v/, < v, < u,. Don,

“+o00 —+00
0< > v, <> u, =P(a).
n=1 n=1
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Dot Va € |4, 400[, P(a) > ) 7;
2

D’ou :

+oo
[.C.3. L'on a vu que Vo € |4, +oo[, ®(a) = ) uy,.
n=1

+o0 +o0
OrVn e N* 0<u, <w, <w,.Don, Y v converge et 0 < P(a)= > u, <> w,.
n>1 n=1 n=1
+o00 _K7W2—%
D'ou Va € |4, 400, ®(a) <up+ Y, ——5—

=2 (n—1)2""

/2 xdx o3 o [ dx
<2 ——+ )y K 22/ =
- /0 1+ zosin’z ; : 77!

= U1 +K,7T2§/

S GAPERES
:U1+K,7T275 _ [.T 2}
) 2T 1
T 2
::Ul%—}(/% _»2.
2—-< 3 2
Or lim K’Z ’ =0et0§u1§w1:+et lim w; = 0.
a—+00 5 9. /14 <E>a a—+00
2
D’ou :
lim & =0
i, )
Partie II

n 1)* 1 .
ILA. Vn € N*, u,(z) >0 et tn11(2) = (n+1) — de limite 0 en 4o00. Donc :
Un () n®(n+ 1) n—+oo n

> up(x) converge pour tout x € R
n>1

I1.B. Vo € R, (S,(2)),,cn- est strictement croissante. Comme Sy(x) = us(z) = 1,

Ve € R, S(z) = sup S,(z) >0
neN*

xT

Pour n € N* fixé, I'application x — . est strictement croissante sur R. Donc :
n!

S . . R
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I1.C.

1
S(O):n_lmze—l
T n +oo 1 +oo 1
Sl pr— Ei— —_— Eli—
(1) n;n! 721 (n—1)! nzzon! 6

ton? teoenpn-—1)+n t2° 1
( ) n=1 77,' n=1 77,' 7;2 (n — 2)' i ( ) ‘
400 n3
5B =2
o n(n—1)(n —2) tonn—1) ton
— 3 -
n=1 ! n;l n! +nz=:1 n!
+o0 1 +o0 1 S ]
-y - 43y -
11;3(”_3)! - n§2 (n —2)! S
= de
D’ou
S(3) = 5¢

IL.D. On a déja vu Vx € R, S(z) > 0.
Soit n € N\ {0, 1} et k& > n.

k* E\" * !
Vo e R™, ug(x) = (—) ™ or

Tk n n! k!
E\* k
(—) <lcar —>1letx <O
n n
n! 1 I
R <
K k.(n+1) = \n+1
ne 1 k—n
Dot ug(x) < — X ( n 1) (terme général d’une série géométrique convergente) et
n! n
S <S S S G
< n— + U + =
(@) < Sna(e) + anle) n! k:Zn:Jrl (” + 1)
roon” 1 1
= Sal®) £ Or T X o i
n+1

n® 1
S Sn_l(l') + m (1 + —) .

J’al montré :

* 1
Vr e R™* VYn e N\{0,1}, 0 < S(x) < S,_1(x) + % (1 + 5)

-1 1
TLE. L'on a ¥n € N\ {0,1}, 0 < S(—1) < Sp_1(—1) + — (1 + —).

~1
n 1

Calculons un majorant de — (1 + —) pour les différentes valeurs successives de n > 2 :
n! n

n 2 3 4 5
n1 1

— 14+ = 0,4 10,080,021 0,003
n! n

Spé TSI  Lycée Chaptal 22000 St Brieuc mO3ctlca.tex



4

Donc 0 < Sy(—1) < S(—1) < Sy(—1) + 0,003 = >

n=1M Xn
1,3159 < S (—1) < 1,3160 + 0, 003.
Donc, une valeur approchée a 1072 prés par excés de S(—1) est 1, 32.

+0 003 =

2‘1C 1 2% 1
ILF. Vx e R™*, 0 < Si(x) < S(z) < Si(x) + (1 + 2) Or lim —- (1 + 5) = 0. D’ou :

lim S(z) =51 (z) =1
2% 2%
Ve e R™, S(x) > Sy(x) =1+ o Or lirf 57 = oo D’ou :

lim S(x) = +o0

z—+00

I1.G. En —o0, la représentation graphique de S admet I'asymptote d’équation y = 1.
S(x 2%

En +o00, comme, pour x > 0, Q > o1y de limite +o00, la branche infinie est une branche

parabolique de direction asymptotique d’équation z = 0.

D’ou I’allure de la représentation :

II.H. Soit p € N*, z €]0,1]; appliquons la formule de Taylor-Lagrange a exp sur [0,z] en 0 &
l'ordre p — 1 (exp est C*° sur [0, z]).

Je €0, ], e = > 5 +e—.
i=o k! p:
P gk —1 gk P
C . PR - xr . . — .
Orl<e ge,d()uk;)k! <et < Zok' +e p ce qui est encore vrai pour x = 0. Donc :
p x P—l xk (L'p
Vp € N*, Vo € 0,1 — — +e—
P= 0.1 2 gy et =2 mten

t

e —1
It % est continue sur |0, +oo.

©(t) ~ 1 et ¢ se prolonge par continuité en 0; d’ou :

t—0
Tet — 1
dt converge.
0 t

I1.J. De I1.H., on déduit que Vp € N\ {0, 1}, V¢ €]0, 1],
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En faisant tendre p vers +o00, on obtient :

M=
‘H
VAN
S~ S—
mﬁ-
|
—_
&
VA
s
L
‘H
+
T
Y

dt S Spfl(—l) +e—.

AAA
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