PARTIE 1
1/
(a) :une partie contenant le vecteur nul ne peut étre une base

1
(b) :u1 = (3,-1)etuz = (1,3) | 13 = 0 donc cette famille libre forme une base de
(R?,+,.r) espace vectoriel de dimension 2
-3 N
(c) :u1 =(3,1)etus = (-3,1) | 11 [= 0 donc cette famille libre forme une base de

(R?,+,.r) espace vectoriel de dimension 2

1

d) :up = %,—%)etU2=<— 2 J—>| 2

1

o2
2 | 0 donc cette famille non
i
2

libre n’est pas une base de (R?,+,.Rr) .

2/

On a clairement, Vu € R?,gap(u) € R?. Je note z’' le conjugué de z (mon logiciel...!)

Soient (z1,22) € C? et (t1,t2) € R,

Alors fayb(tlZ]_ + tzzz) = a(tlzl + tzzz) + b(tlz'l + tzZ/2> = tlfa,b(Zl) + tzfa,b(Zz)

Cette relation se "transporte" telle quelle sur gap, d’ou le résultat demandé.

3/

a/ Montrons que G est un sous-espace vectoriel de (L(R?),+,.r)

G est non vide car 'endomorphisme nul est de la forme go,.

Soient (az,by) et (az,by) de C? et (t1,t2) € R

On a, pour tout z de C,(tifa, b, + tofa,p,)(2) = ti(a1z+ b1Z') + ta(azz+ byz)

Donc (tlfal,bl + thazybz)(Z) = ftlal+t232vt1b1+t2b2(z)

Donc t1Qa; b, + 120a,b, = Otyag+trantiby+tob, € G

D’ou le résultat.

b/ Nous savons que (L(R?),+,.r) est un espace vectoriel de dimension 4.

Montrons que la famille proposée est libre.

Soit (tl,tz,tg,t4) e R* tel que tlgl,O + t29i,0 + t3go,1 + t4gO,i = OL(R2>

Alors, pour tout ze C,t1z+ toiz+t3Z +t4iZ = O¢c. Notons u = t; +it, et v =tz +ity

{ uz+vz =0 } _
Alors on a en conjuguant.
Vz+uZ =0
Onaalors u'(uz+vz) —v(V'z+u'z) = 0donc (|u]? - |v|*)z = O pour tout z
Donc |ul= |v| donc, en notant z = re ,u = |ule®® et v = |ule’®
On a, pour tout (r,a) € R* x R r|u|(e@) + gca) = 0
Donc, pour tout a réel, Jul(e'®® + &) = 0 = Ju|(e" 2cos(a+ &2))
En prenant a = C;zb on obtient |u|=0 donc u=v=0 et donc les réels t; sont tous nuls.
4/
a/
(i): comme a est réel, gao €st une homothétie
(i) :ge0 o €st une rotation d’angle ¢
(iii) :go1 et la symétrie orthogonale par rapport a I'axe Ox.



b/

Je o °Jo,1 €St la composée de deux isométries du plan I'une directe (la rotation)
l'autre indirecte (la symétrie), donc c’est une isométrie indirecte, c’est donc une symétrie
orthogonale par rapport a une droite.

Considérons la droite vectorielle A faisant un angle de % avec l'axe Ox et s, la
symétrie orthogonale par rapport a cette droite.

Alors Oeio o = Sa © Sox et Gav g °Jo1 = (SA o SOx) o Sox = SA

5/

a/Onas+Ild=2p

Id+gi24 g°Go.1

b/ On a (4/b)’ Qab = - _ 01,0+0i2¢ (°Jo,1

i ! 2 i20
DoNc gap(2) = 22 donc (a,b) = (4, <

6/ En posant z= u+iv, a = Re(a) + ilm(a) et b = Re(b) + ilm(b)
Ré(a) + Ré(b) —Im(a) + Im(b)
Im(a) + Im(b) Ré(a) — Ré(b)

Ré(a) + Ré(b) Im(b)

Im(b) Ré(a) — Ré(b)

Cette matrice est réelle symétriqgue donc diagonalisable dans Mz (R) et, si elle a deux
valeurs propres distinctes, les sous-espaces propres associés sont orthogonaux.Si elle
a une valeur propre double, c’est qu’elle est semblable a une matrice d’homothétie...qui
n’est semblable qu’a elle-méme est c’est donc que b=0.

8/

al Pg,,(X) = x? — trace(G)x + dét(G) = x> — 2Ré(a)x + (Jal*> — |b|?)
b/ Le discriminant du trinéme précédent est :5 = 4(Ré&(a))? — 4(|a? — |b|?)

Donc § = 4(|b? - (Im(a))?) < 0 (semble-t-il, le texte n'est pas trés lisible ici)

G a alors deux valeurs propres complexes non réelles conjuguées (donc distinctes)
.elle est diagonalisable dans M,(C) et certainement pas dans M2(R), ni méme
trigonalisable.

Si§ > 0, G sera daigonalisable dans Mx(R)

c/ Donc § = 4(|b2 - (Im(a))*) = 0 dans le cas proposé.

P a alors une racine double réelle Ré(a) : si elle était diagonalisable (dans M2(R) ou
M2(C) ) elle serait semblable a une matrice d’homothétie, donc en serait déja une d’ou :

Im(a) + Im(b) = 0 = -Im(a) + Im(b) donc a et b sont réels et R&(b) = 0

Donc b=0 et a réel est le seul cas de diagonalisabilité.

d/ gap est diagonalisable si et seulement si G, est diagonalisable dans M2(R)
et donc, en récapitulant les résultats obtenus :

Si b2 - (Im(@))*> > 0ousiac Retb = 0.

On obtient G, = <

7/ a € Rdonc Gy = (

PARTIE 2
1/
al SN {x = 0} est I'hyperbole équilatére du plan yOz: y> - 7> = 1
b/ SN {z = a} est le cercle du plan horizontal de cote a, d’équation
X +y?=1+a
c/ S est donc un ensemble de cercles centrés sur 'axe Oz, contenus dans des



plans horizontaux, et recontrant I’hnyperbole du &/ :il s’agit de I' hyperboloide de
révolution engendré par la rotation de I'hyperbole du a/ autour de I'axe Oz.
2/
(a) :la symétrie par rapport au plan z=0 envoie le point M(x,y,z) sur M’'(X,y,-2)
Clairement M(x,y,2) € S< M'(x,y,~-2) € S d'ou le résultat. De méme pour les deux
autres plans.
(b) :OnaM(x,y,z) € S M'(y,x2) € Sdonc le plan x=y est un plan de symétrie
de S.

(c) :OnaM(x,y,z) € S< M'(-x,y,-z) € Sdonc la droite { )2(28 } est un axe
de symétrie de S
3/
X2+y?+72—-a=0
z-b=0
sphére S, centrées en 0: x? + y? + 722 — a = 0 et de plans Py, orthogonaux a I'axe:z= b

Ces cercles sont contenus dans X si et seulement si ils rencontrent A.
On cherche donc une condition sur (a,b) pour qu'il existe (x,y,z) de R? tels que :

a/ ¥ est un ensemble de cercles Cyp, : { } intersections de

X*+y?+z2-a=0 x=1
z-b=0 y=>b
=
x=1 z=Db
y-z=0 1+2b%2-a=0
1+ 2b? —a = 0 est donc cette condition.
Alors
M c X2+y?+z22-a=0
X,y,2) €
M(x,y,2) € T & 3(a,b) € R? %%.2) € Cap = z-b=0
1+2b%2-a=0
1+2b%2-a=0

a=x2+y*+2°
Ce systeme équivaut a b=z
14222 - (x°+y?+2°) =0
Donc M(x,Y,2) € £ & 1+ 272 — (x? +y?+7%) = 0 ol on retrouve I'équation de S.
b/ S est donc un ensemble de droites Dy images de A dans une rotation d’axe Oz
et d’angle 6 quelconque.

Cette rotation envoie M(x,y, z) sur M’(xcosd — ysing,xsinf + ycos, z)
Un point quelconque de A est de la forme (1,t,t)
donc S est le support géométrique de la nappe paramétrée :

cos) — tsinf
(t,0) = M(t,0) : sing + tcos

t



cos —sinf
Des génératrices sont donc les droites Dy : | P| sind |[,U”| cosh
0 1

4/
a/ L'intersection de S avec un plan z=a est un cercle, donc en aucun cas une
droite.
b/ une droite D non horizontale rencontre le plan xOy en un point unique que l'on
peut noter A(a,b,0) et admet un vecteur directeur dont la troisieme coordonnée ne peut
etre nulle, donc, on peut choisir un vecteur colinéaire de troisieme coordonnée égale a

a a
1, d’ou la représentation paramétrique proposée: t — b [+t B
0 1

c/Dc S Vte R (a+ta)®+ (b+1t8)%>—t2—1 = 0 condition notée (C)
(C)e Vte R(a?+ p%2-Dt>+2(aa +bp)t+ (@2 +b2-1) =0
Ce trinbme devant avoir une infinité de racines, le polyndme associé est le polynébme

a2+ f2-1=0 R
nul et donc : ax+bp =0 Q(b ;)eoz(R)

a2+b%2-1=0

_ cos) —esind
d/ Les matrices de O2(R) sont de la forme _ ¢
SN ecosd

avec (g,0) € {1,-1} xR
& = 1 correspond aux rotations et £ = —1 aux symetries orthogonales par rapport a
des droites vectorielles.
e/ Toutes les droites contenues dans S ont donc des droites D,y avec des
paramétrages du type :

cosy —-£sinf
t = sing +1 ecosd
0 1

On retrouve (¢ = 1) les génératrices trouvees dans le 3/b/.

PARTIE 3
1/
al z(0) = e
b/ Z(9) = €°(1+i6)
[ dom _ cos) — fsind oM | _ 1@) JI76Z qui mest | . Id
cl L5~ = _ NEgT Il = 1Z2(@)= v1+6° qui n’est jamais nul donc
Sinf + Ocosd
tous les points sont réguliers.
2/
a/ Sur D, f'(9) = 2+tan?) > 0 donc f est croissante sur [0, Z[,]%, & et ] 3£, 2]

b/ On a clairement o = 0, puis limz+f = - et Iims_g—f = +oo donc f, continue



strictement monotone sur cet intervalle s’y annule exactement une fois, en 6, donc.
Enfin Iim%n+f = —w et f(2r) = 2z > 0, donc, pour les méme raisons, f s’annule

exactement une fois sur cet intervalle, en 6, donc.

c/ Les points M(6) a tangente horizontale sont tels que sind + 6cosd = 0
Comme Z et 3—2” ne sont pas solutions de cette équation, celle-ci équivaut, sur
l'intervalle [0,27], a 6 + tan(#) = 0 dont nous venons de trouver les solutions 6,01 et 0>.

Pour les points M(6) a tangente verticale, on a, de méme que précédemment,
cotand = 6 ou tanf = % (car 0,7 et 3—2” ne sont pas solutions). Une étude graphique
permet d’affirmer que 03 €]0, Z-[ et 04 e]n,%’f[.

3/

a/ A I'aide du compas tracons le cercle de centre O et de rayon 1. On porte 0,20
sur 'axe Ox et, a l'aide de I'équerre, la droite perpendiculaire & Ox passsant par ce
point. Elle coupe le cercle en deux points. P, Celui a y<0 correspond a I'angle 64.Sur la
droite issue de O passant par ce point, on porte 4,91 a partir de O, ce qui donne le point
M(604) , du méme coté que P par rapport a O.

b/ Méme méthode pour mettre en place les autres points. Les tangentes aux
points 8; sont déja connues.

_
2

-1
Pour M(%) , 4o ,Pour M(rr) ,49M — ( >

-

3r
= 1
Pour M( ) ,4oM _21 ,Pour M(2rr) ,4M. — < >

2r
—2n _% _ 2n
4N\ _ 3 doMm _ /3
c/ M( 3 > - —2n Tde 3 on ’
3 B

4/
a/ L'aire d’'un secteur de disque de rayon R et d’angle au centre o est RTZa d'ou le
résultat pour o = 2=
b/ L’aire demandée est minorée par celle de la portion de disque de rayon ti et
celle de la portion de disque de rayon ty.1 et les mémes vecteurs Ui et Uy.1.
Donc & # (2£)% < A < & x (2 )

n
c/ La relation, classique, se montre par récurrence sur N
d/ On a clairement A = > A donc,

A3 -1y, A3 n-1 2 A3 (n-1)(n)(2n-1) A3 n(n+1)(2n+1)
T 2o K <A< TR o(k+1)%done S < A< S

Donc, pour tout n, gLnj(n —1)(2n-1) < A< gLnj(n +1)(2n+1)

Or, quand n tend vers l'infini, les deux membres extremes tendent vers la méme
limite 42> donc A = 42*

0 —
. Jw(5)=

5/0naM(%) = 2
> 1

qui détermine une représentation

_
2

paramétrique de la tangente it - H(t) = .
Z +
2

L'intersection avec Ox est obtenue



pour t = —Z qui donne le point N = 4 La longueur demandée est donc ”TZ
0

Le périmetre du cercle de centre O passant par M(%) est clairement 2 x Z- = n?

Il faut donc que ON; = 40N.

On prend une droite quelconque passant par O non confondue avec I'axe des
abscisses. On porte une longueur p a partir de O (point K1) et une longueur 4p (point L1)
du méme coté.

On joint N et K; puis la parallele & NK; passant par Li coupe Ox en N3 cherché (sur
mon dessin, hors de la feuille !)

6/

a/ On trace la droite AB et une droite D passant par A, non confondue avec la
droite AB. Sur D, on porte les deux longueurs 1 (point K) et %,(point L) du méme cote
par rapport a A. On joint B et K et on trace la paralléle a BK passant par L : elle coupe la
droite AB en un point C tel que AC=A—3B, d’apres le théoréme de Thales.

b/ On construit le point P proposé a l'aide de la question précédente. Alors la
distance OM( ) = 4= = LOM(“) donc le point cherché est sur un cercle de rayon
OP, qui coupe la courbe I" au point chercheé.






