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Préliminaires

1. f € Cor(R,R) et f est C! par morceaux. Donc, la série de Fourier de f a un sens et pour tout
x € R, Sp(f,x) (série de Fourier de f en z) converge vers f(z), ou encore :

f est développable en série de Fourier.

Comme f est paire, Vn € N*  b,(f) = 0.

ao(f) = %fow cos ax dr = az:w
Vn € N*, a,(f) = —fo cos ax. cosnx dr = %fo [cos (n + ) x + cos (n — «) z] dx
1 [sin(n+a)x sm(n—a)x "
:;{ n+ o n—ao ]
_ (=1

smowr( 1 1 )
_|_
s n+a n—«

— D7
m(n? — a?) o
sinar +2 2(-1)"" asinar
VreR, f(x)= - ;::1 (7 — o) cos(nx)
2. On en déduit que :
i 0 2(—1)" " asi
f(r) = cosar = 24T 4 Z_:l ( - ()n2 _a;;];l 2 cos(nm) =
& 20 . .
cot (am) = — — o P = (sin(am) étant non nul car a n’est pas entier)
ar o (n? -«
o 1 1 ™
;::1 w202 2 cot (am)

I. L’opérateur de différence A

1. Vn>1, [A(H)], = Hy1 — Hy, =

. D’ou :
n—+1 ou

- (51)..

2.a. Il est clair que, pour toute élément de E, A(H) est une suite réelle, donc appartient a FE.
D’autre part, Vu,v € E, o, € R,n € N*,
A (au -+ Bo)], = (au + 80),; — (au + o),

= QU1 + BUnt1 — au, — PBu, (définition des opérations de E)

=aA (u), + A (v), =
A (au + fv) = aA (u) + BA (v))

et

A€ L(E)
b. YU € F,

AU)=u Ui=a
Uy =a }@{VneN Upii — Un = U
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LG =a
& U2 =atu (récurrence simple)
‘v’nEN\{O,l},Un:a+u1+...—|—un_1

La fleche directe montre qu’il n’existe qu’au plus un U € FE tel que { é(g)&: u } et la fleche

réciproque montre ’existence de cette suite U.

AWU)=u

Dongc, il existe une unique suite réelle U telle que { U, ='a } . Cette suite est la suite U définie

par :
Uy=aetVne N\{0,1}, U, =a+us + ... + Up_1.

c. D’apres la question précédente, pour toute suite u € E, JU € E telle que A(U) = u et U; = 0.
Donc A est surjective et
(&) =7

En outre VU € E, A(U)=0<Vne N U,11 — U, =0
< U est constante.

‘ker (A) = Vect ((1)n>1)‘

D’ou

Si E était de dimension finie, A étant surjective, serait injective, ce qui n’est pas le cas.
Donc, E n’est pas de dimension finie.

3. Vp,q e N*, g >p=
q—1 q—1

> A W] vk = 37 (w1 — ug) vy

k=p k=p

q—1 q—1
= 3 Up 1k — Y UK
k=p k=p

q—1 q—2
= Z Uk+1Vk — Z Uk4+1VEk+1
k=p k=p—1
qg—1
= — > Ut (Vg1 — V) + UgUq — Upv,. Dol
k=p
q—1 qg—1
Yo IA ()] ve = = 32 w1 [A (V)] + ugvg — upvy
k=p k=p
n—l —
k:l k=1

k=1
n—1 1
= k+1) —— H,—1
k:( + )k+1+n
nH, —n. Dou :
n—1
Vn>2, > Hp,=n(H,—1)
k=1

I1. Les fonctions I et ¥ d’Euler
1. Ve >0,t % e=t47=1 est continue sur R+,
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—+o00

En +oo, tliin t20,(t) = 0 (I'exponentielle "I’emporte” sur la puissance) et [ 6,(t)dt converge.

1 1 )N
En 07, 0,(¢) N Comme 1 —z < 1, [; 0,(t)dt converge. Dot :

Vo >0, ['(x) existe.

En outre, Si I'(z) était nul, comme 6, est continue et positive sur R™, I’on aurait 6, = 0, ce qui n’est
pas le cas.

Donc :
Ve >0, I'(x) > 0.

2.Ve>0,T(z+1) = 0+O° e 't*dt (qu'on inteégre par parties en posant v’ = e~' et v = 1)

= [—e 1] + f0+oo e 't*71dt (ce qui a un sens car tli»inoo e t" =0 et tl_i,%l e 't =0)

Donc :

Vx>0, 'z +1) =al(z)

Or (1) = [ etdt = 1.

Supposons I'(n) = (n — 1)! (hypothese de récurrence vérifiée au rang 1)
I'(n+1)=nl(n) =n!

Donc :

Vne N T(n)=(n-1)]

3.a. Soit t € [1,+o0], alors RT* — R est croissante sur R™ (In(¢) > 0).
T — 1l = 6(:E—l) In(t)

D’ou Vx € [a,b], to7! <=1 < g0t

De méme, si t € ]0,1], alors RT™ — R est décroissante sur R™ (In(¢) < 0).
T — 1t = 6(:E—l) In(t)

et Vz € [a,b], t*F <t*71 <271 Dans tous les cas :

‘0 S tm—l S max (ta_l,tb_l)‘

b. Soit h: [a,b] x R™ — R .
(z,t) — ettt
Alors :

- h est C™ sur [a,b] x R™ comme composée de fonctions C'* sur leur ensemble de définition
2

-V (x,t) € [a,b] x R, % (x,t) = In(t)h(x,t) et% (z,t) = In*(t)h(z, 1)
-V (x,t) € [a,b] x RY |h(z,t)| < e tmax(t471 #°71) = o, (1)

'% (x,t)' < |In(t)] @o(t) = @1 (t) et : <In*(t)go(t) = @a(t)

0°h
@(%t)
- Yo, Y1, Py sont continues sur RT™ et Vk € {0,1,2}, f0+oo i (t)dt converge car tlim 2o, (t) =

—+o00

0 ('exponentielle 'emporte sur la puissance et le logarithme) et si a € |1 —a,1], lim, t%,(t) = 0
t—0

(t*p,(t) ~ tot* 1 In(t)[* avec z 4+ a —1 > a — (1 —a) > 0)
D’ou T est C? sur [a,b] apres le théoréme de Leibniz. a et b pouvant étre choisis quelconques :

I est C? sur R, Vo >0, I'(x) = [ In(t) e "t 1dt, I (x) = [,7" In® (t) e 't*Lat

4. Vx>0, In(I"'(z+1)) = In(z' (x)) (d’apres 11.2.). D’ou :
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Vx>0, In(T(z+1)) — In(T (z)) = In(x)

L’on a évidemment :

()] = = =¥

et en dérivant In (I' (z + 1)) — In(T" (x)), l'on obtient :

1
Ve >0, U (x+1)—¥(z)=—

X

On a alors :
A ((\I! (n+ O‘))nzl) =VY(n+a+1)—¥(n+a)),., . Dou:

A((\If(n+a))n>1):( ! )M

= n -+ o

et de méme :

I1I. Formule des compléments

1. }O, T [ — R est continue sur} 0, g [ En outre :

0 — tan®*~1(0)

- en 0, tan®**71(0) ~

etz >0=1-22 <1 Dou fow/4 tan®*~1(0)df converge.

1-2z
1 1 T
-en E, tan®*~1(9) = - ~ —etr<1l=2r—-1<1 Dou fw//f tan®*~1(0)d6
2 tan2e—1 (— - 9) (Z _ 9)
2 2
converge.
Donc :
Nx € 10,1, I(x) = [7"* tan®>*(0)dh converge.
2.
T v=b
2,
C(ab)
1 vV=a
1,
u=a u=b
0 1 2

mOlpticb.tex - page 4



27 //
| =p
0=1v2-@
v/ S0
J VP g
0 1 2

3. Posons u = rcos() et v = rsin(d). Alors :

5(@ @ _ {(7’ cos(0), rsin(0)) /r € E g] etbe o s ¢l } Do :

=/ tan2*1 e~ rdr
= e[ 3]

2
rglr X f;/z_w tan®*~1 4 do

Lo”]”
= flg/g e

—r2

_ | = ] x [T tan®=1 9 df
2 ¢
1/9 2 2
R . 6_1/9 — 6_9
D’ou lim G(p, ¢) =
¢—0 2

x [ /2 tan2=1 9 df, puisque I (x) converge, et :

o——+o0 \ p—0

lim (hm G(o, )) = % X W/z tan?*~1(9)df =

I(x)

P () =
[@f\ﬂ

u

0 -|2 (E)zm_l e~ (@ +°) dudy

f@//gx/\/__ €2m 1d U X f@//\\//__vzz 1o=v2 gy
19//9\\[[1‘1 22 =2 gy, % f@//\g_vzzqe—v?dv

Posons dans la premiére intégrale t = u? et dans la seconde t = v2.

On obltient
0%/2
F(ars) 0

1/2¢?

Comme z € |0,1], 1 —z etz >0et ['(z), (1 —2) ont un sens. D’ou :

—Zo—tt % f@ 2/2 1e=Le—t gt

En outre F' , 0
0

o——+o0 \ p—0

1 1 o T(2)T(1 —
Y (RN D R e \ 31N ()
o—too \pv/2'V2) 4 4
sin(gp) B 1 02 L L
o Z sin? %0/9 dt x sin gp/th e'dt
et lim (limF (sm(gp)}g)) + fo Tt dt x f092 =1 p—t gy
0 9—> 00
1 00 o0 F F 1 — R
= —f+ “Tetdt x f+ trle=tdt = M Dot

4 0
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1 -
hm F( ’i) o — lim (hmF(Sln(Sﬂ),Q))
Q_uroo g\/i \/5 4 o—+o0 \ ¢—0 0
D.
15 |
1 | ‘
c1
051
0 05 i 115

1 1
Pourng]O,arctan(—)] ny)EC( ) lona—<£B +y? <o =
1 0 ( ovV2 V2

— <r < p(en posant x = rcos(t), y = rsin(t) avecr > 0 et t € [0, Pi/2].
0

Y r s s 1
En outre tan(t) = " € E,g =1¢€ [goo, 5~ goo} C [go, 5~ gp} (en posant ¢, = arctan P ).
DouC( ) C S(o, ).

V2 V2

L’ordonnée minimum d’un point de S(o, ¢) est sin ()

, tandis que I'ordonnée maximum d’un point de

S(o, ) est pcos(p) < p. Donc Y(z,y) € S(o, ), sin(¢p) <y sin(yp)

p < p et par symétrie <z <o
D'ou : S(o,p) C C (smg(gp)’g) . On a montré :
1 o ) (sin(gp) )
C = = C S 0, C C ) 0
(z ) esen=c (3,
7 . 1
On en déduit que Vo > 1,Vp € }07 arctan (_2)} J
0
sin(p)
(Q\/_ f) ( 4
6. L’on en déduit que :
lim (limF(—, 4 )) < lim (hmG(g, )) < lim (limF (Sln(@)’g))
o—4oco \ p—0 \/5 2 Q—>+oo p—0 o—+o0 \ ¢—0 0
I'x)'(1 — I —
N (x) EL x) < (Qx < L)l 4 ?) (d’apres les questions I11.3 et I11.4), ce qui donne :
T
1, () (1 —2) =2I(x) =
\V/.I' € ]07 [a (LC) ( l’) (ZL‘) Sin(’ﬂ'l’)
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Conclusion

1. D’apres la formule des compléments

Ve €10,1], In(T'(z)) + In (I'(1 — 2)) = In(7) — In (sin7z) et en dérivant, on obtient :
Vo €10,1[, U(z) — V(1 — z) = —mcot(mx) ou encore :

)
Ve €10, 1], V(1 — x) — ¥(x) = 7 cot(mz)|

2.a. La fraction étant paire et « étant un pole simple, on a :

I _ 1/ -1 1
X2—a?2 2a\X+a X-—«

n 1 no1 —1 1
. >1 = —
b. Vn > ’1;11472—042 - 5 (k:+a+k:—a)

no1 -1 1
_;%(k+a+k—a)

:%(é(—\lf(k:%—oz%—l)+\If(k:+a))~|—g:(\ll(k+1—a)—\If(k:—a)))
:%(—\D(n—l—a—l—l)—l—\lf(l—l—a)—i—\lf(n—{—l—a)—\IJ(l—a)).d’ofl:
Vn > 1, Zi: k:zioﬂ :2104 (V(1+a)— \If(l—a))—l—%(\lf(n—l—l—a)—l—\lf(n—l—l—i—a))

3a U=(nl)=V=—

T — F/2
= \I]// = T
OrVz>0,f: R™*" =R et g: R™ =R sont continues et leurs intégrales sur
t — t(m—l)/Ze—t/Z t — |lnt’ t(m—l)/Ze—t/Z
R existent. On a alors :
o 09| </ 157 ey [ g0t =

)f0+°°|lntytr—1e—tdt \/f+°° ta-1 —tdt\/ t)tr—Le—tdt

Or : )f0+°° (Int) .t* e tdt| < _) o nt[trtem tdt).

Donc |T"(z)] < +/T(z)/T"(x) = I"*(z) — T'(2)["(z) < 0 et ¥ (z) > 0.
D’ou ¥ est croissante sur R**.

b.On en déduit, pour tout n > 1 :
0<U(n+1+a)—V(n+l-a)<VU(n+2)—VY(n)caraetl —a>0
<U(n+2) —U(n+1)+U(n+1) — U(n)
1

1
< J—
“n+4+1 n
On a montré :
1 1
¥n=>1,0<¥(n+lta)-V(n+tl-a)<¥(n+2)-V()< ——=+_

4. On en déduit que liril U(n+14+a)—V(n+1—«)=0. En faisant alors tendre n vers +oo dans

I’égalité démontrée en 2.b.; on obtient :

gﬁ:%(@(l%—a)—\lf(l—a))

mOlpticb.tex - page 7



Selosloslo slo slo'sle slo sle sle ele elosloeloslo's
Rédigé par
Pierre Bron, professeur de SpécialesT'ST
Lycée C'haptal, 6, allée Chaptal, 22000 StBrieuc
Tel. 0296639414
Adresse électronique : BRON. PierreQuwanadoo. fr

a 'aide de Scientific Workplace

mOlpticb.tex - page 8



