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Epreuve de mathématiques I
Correction

A-Préliminaires

. Il est clair que & et Z sont des parties non vides &, stables par addition et multiplication par un
scalaire, donc ils sont des sous-espaces vectoriels de &.
. Soit f € &. Les applications t — f(xsint) ett — f’(2sint) sont continues sur [0, F], donc les applica-
tions u(f) et v(f) sont bien définies sur I.
D’autre part, posons g(z,t) = f(xsint) et h(x,t) = f'(xsint). Par composition des applications, g
n
9
t) =
: L)

(sint)” f™ (zsint) et t — po +.(x,t) = (sin )" £V (2 sin t) sont continues sur [0, 5], donc d’apres le
théoreme de régularité, u(f) et v(f) sont de classe €*° sur I, donc u(f),v(f) € &.
Enfin, par linéarité de I'intégrale, les applications u et v sont linéaires. En conclusion, u et v définissent
des endomorphismes de &.

et h sont de classe ¥ par rapport a la variable x et, Vn € N, les applications ¢ —

. Soit x — p(x ZCWC € X AlorsVr e l,ona:
=0
9 [T n ‘ 9 n g ‘
= / Z(:Usint)zdt: - ai/z(sint)zdt x*
TJo 5o %0 0

est un polynéme en z, donc u(p) € 2.
De méme ,on a:

v(f)(:z:):ao+:c72r/ Z (zsint)tdt = ag + = Z(al/ (sint)"~ 1dt)

est un polynéme en z. Donc v(p) € Z.
. Il est évident que Wy = g et W1 = 1. Une intégration par parties donne, pour n > 2:

W, = [~sin" ! 2 cos 33]0% +(n—1) /2 sin" 2z cos? xdx = (n — 1)(Wy_g — W)
0

En multipliant par W,,_; on obtient :
ananl = (TL — 1)Wn71Wn72

. . T
c’est-a-dire la suite (nW,,W,,_1)nen+ est constante, donc nW,,W,,_1 = W1 Wy = 5" Ou encore Vn € N,
™
W, W, = —.
nV¥n+41 2 (n n 1)
. Sin e Nett € [0, 7], alors sinPT! ¢ < sinP t et donc Wp1 < W, Ily a égalité si, et seulement si, sint = 1
pour tout ¢ € [0, §]. Donc (W), )nen est strictement décroissante.
n

" Donc lim =1,
n—1 n—0o0 VWWn—1

1
<

D’autre part, ona nW,, = (n — 1)Wp,_2 > (n — 1)W,,_1, donc n-
d’ou W,, ~ W, et par suite de la relation W,W,,_1 = W Wy = 21, on déduit que er ~ 21 et
n n

comme W;, > 0, alors W, ~ / , en particulier lim W, = 0.

n—o0
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B-Etude de la continuité de u et v

6. Toute fonction continue sur un segment est bornée et atteint ses bornes, en conséquence pour tout
f € &,la quantité M(f) est bien définie.

Soit f € & et € I, alors Vi € |0, g], xzsint € I et donc

(@) < = [* (e =2

et donc M (u(f) < M(f). Ceci inégalité montre la continuité de ’application linéaire v sur I'espace
vectoriel normé (&, M).

7. Considérons l'application définie sur I par f,(z) = (g)n, on abien M(f,) =1et

v(fa) (@) == /Og n (“int)n_l dt =n (%)" W 1.

a a

Donc M (u(f,)) = nWy—1 ~

s
3 —1) n quantité qui tend vers l'infini quand n tend vers l'infini,
n —_—

donc l'application linéaire v n’est pas continue sur (&, M).

8. Ona N(f) = 0si, et seulement si, M(f) = M(f’) = 0 et comme M est une norme alors f = 0. Les
autres propriétés de la norme sont immédiates. Donc NV définie bien un norme sur &
Soit f € Eetx € 1,alorsona:

3 ' 3 am

@) < 1O [* sup (7 Gsinld = O [ supls @l < MO T M) < kN()
te ,% ue

ou k = sup (1, %) Donc l'application linéaire v est continue de (&, N) dans (&, M).

9. Soit f € & ete > 0. f’ étant continue sur le segment I, donc peut étre approchée uniformément par
une fonction polynomiale ¢ ( théoréme de Weierstrass ), donc Vx € I, | f'(z) — ¢(x)| < e.

Soit p le polyndme dont la dérivée est p/(z) = ¢(x) et p(0) = f(0), 'est-a-dire p(z) = / q(z)dz+ f(0).

Ainsi le polyndme p répond a la question.
D’apres I'inégalité des accroissements finis, Vo € I, |f(z) — p(x)| < ¢|z| < ae. Donc on peut conclure
que:

N(f—p) <ac+e=(1+a)e

et ceci pour tout € > 0. Donc & est dense dans (&', N).

C-Etude de l'inversibilité de v et v

n
10. Soit f : z — Zaiazi € Y,ona
i=0

(ajw;) z°
et donc

vou(f)(z) =u(f)(0)+ acg Z (a;w;) /02 i(zsint)~ldt = % (aOWO + ZiaiWiWi_lxi> = f(z).

i=1
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Car iW;W;_1 = § pour i € N*. Donc u(f) € Z.
De méme ,ona:

Donc
uov(p)(z) = . (ao + ; a;Wi1Wix ) = f(z).
En conclusion u o v(f) = v ou(f) = f pour tout f € 2.
11. Soit f € E et (py)nen une suite de polyndmes qui converge vers f pour la norme N ( & dense dans
(&,N)),ona
uov(py) =vou(py) =pn, ¥n €N

Par continuité de u o v dans (&, N) et par passage a la limite, on obtient :

wou(f) = f.

Supposons qu’il existe f € &, non nulle telle que v(f) = 0, alors I'égalité précédente entraine f =
uowv(f) =wu(0) =0, ce qui est absurde d’apres le choix de f. Donc 0 n’est pas une valeur propre de v.

12. Comme dans la question précédente, on montre que v o u(f) = f pour tout f € &. En conclusion, on
a, pour tout f € &, uov(f) =vou(f)=r1ide(f), doncl’endomorphisme u et inversible et son inverse
est I’'endomorphisme v.

Applications
13. Soit f € &, ona:
Vo€ I o(f)a) = J(O) + [ flesintidt = £0)+ Tul)e)
0
Soitx € I,ona:
/ 2 g / :
u(arctan’)(z) = —/ arctan’(x sint)dt
T Jo
2 /2 dt
oy 1+ a2sin’t
2 /+°° dz
a T 0 1 + CC2 + 22
21 /+°° dz
a ;1 + .172 0 2 2
(\/1+x2> +1
21 T du
o V1422 J 1+ u?
1
= = argsh’(z)
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14.

15.

16.

D’ot u(arctan’) = argsh’.
D’apres la formule précédente, arctan’(x) = vov(arctan’)(z) = v(argsh’)(z) =
argsh(0) + 7u(argsh )(z) ou encore

1
1+ 22

—1+ %u(argsh")(x)

D’ot, pour tout x # 0,

2

u(argsh”)(z) = 1

égalité qui reste vraie pour x = 0 par raison de continuité.

Si f est paire, alors Vo € I, u(f / f(—xsint)dt = / f(zsint)d

u(f)(z), donc u(f) est paire, de méme si f est impaire, u(f) est impaire.
Si f est paire, alors f’ est impaire et donc Vz € I,

o(f)(—) = £(0) — 2 / *f(—asint)dt = £(0) + / " Pesint)dt = o(f) (),

donc v(f) est paire, de méme si f est impaire, v(f) est impaire.
Inversement, si u( f) est paire ( respectivement impaire), v(u(f)) = vou(f) =
f est paire (respectivement. impaire).

En conclusion, f, u(f) et v(f) sont de méme parité.

D-Etude des valeurs et vecteurs propres de u et v

Soit A une valeur propre de v ( non nulle ) et f € & non nulle telle que
1 1
v(f)=Af,donc f =uouv(f) =u(\f)ouencore u(f) = Xf’ c’est-a-dire X est

une valeur propre de u. De plus on a E)(v) = B (u).
Soit f une fonction développable en série entiere de rayon de convergence

R > 0. Posons Vx €] — R, R[, f(x) = Zanx” avec (a,)nen une suite de
n=0
nombres complexes. Pour z €] — R, R[ett € [0, 3], xsint €] — R, R[, on pose

donc h(t) = f(xsint) = Z a,z"(sint)". La fonction g est définie par une

n=0
série de fonction qui converge uniformément sur [0, 7], car

Vn € N, vt € [0, 2] la, 2" (sint)"| < |a,||z]"
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17.

18.

D’ot la possibilité d'intégrer terme a terme :

e ¢}

2 2
Ve €] — R, R, u(f)(z)= —/ Z apx"(sint)"dt
T Jo
n)=0
2 o0 /g . 2 o0
= — a,x" sint)"t = — a,W,z".

Donc u( f) est développable en série entiére. En conclusion, Z est stable par
u.

(") étant continue sur I, donc m,, est bien défini.

Soit A une valeur propre de u et f un vecteur propre non nul associé. On a
donc, Vx € I, u(f)(z) = Af(x). D'ot,

W) (@) = Af® () = 2 / * ) (3 sin ) (sin £)"dt
™ Jo

donc
2 [3% 2m,
M f™ ()] < —/ sup |f (asint)|(sint)"dt = —2 .
T Jo tel0,3] Q0
Puisque A # 0, car u est inversible, alors
2m
Ve eI, |fM(z)] < =2W,.
rel | < o
2my, . . . .
D’ou m,, < %Wn, donc si Vn € N, m,, # 0, 'inégalité précédente devient
T
1< WWn qui entraine, quand n tend vers 1'infini, 'inégalité contradictoire
T
1 < 0,car lim W, = 0. Don il existe n € N tel que m, = 0, c’est-a-dire

n—oo
Vo € I, f®(z)=0,donc f est une fonction polynomiale.

D’apres la question précédente il faut chercher les vecteurs propres parmi
les fonctions polynomiales. Soit donc A € C une valeur propre de u et f € P
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19.

n

non nulle tels que u(f) = Af. Posons f(x) = Z a;x', alors

1=0
2 [2
u(f)a) = > /0 F(asint)dt
2 — /z ,
= — sint)"dt
WZZ:O: 0 (sint)
2 — .

Donc u(f) = \f s’écritVx € I, Z (—Wi - A) a;x" = 0 ou encore

- T
1=0

\V/i, (EVVZ — )\) a; — 0.
™

2
Comme f # 0, alors il existe i tel que a; # 0 et donc A = —W;.
7r
Réciproquement, on vérifie que si f,(x) = 2", alors Vo € I, u(f,)(z) =

2 : AN

—W, fn(z), ce qui montre que f,, est un vecteur propre associé a valeur propre

T

2

_Wn-

" 2

En conclusion, I’ensemble des valeurs propre de u est sp(u) = {— n/n €N }
s

et 'ensemble des vecteurs propres est { f,,/n € N}. D’apres la question 15.,
77

2W,

’ensemble des valeurs propre de v est sp(v) = /neN } et I’ensemble

des vecteurs propres est { f,,/n € N}.
On sait que Vect{ f,,,n € N} = Z est un sous-espace strictement inclus dans
& (la fonction exponentielle exp € & \ &), donc & n’admet pas une base de
vecteurs propres ni de u ni de v.
2 2
On asp(u) = {—Wn/n € N} et lim —W,, = 0 ¢ sp(u), donc sp(u) n’est pas
7r

n—o00 T
un fermé de C.

Soit une sous-suite (1, () )nen convergente de sp(v) = {un [l = 2;/ ., neN },

donc elle est bornée, donc il existe M > 0 telle que Vn € N, 0 < 15, < M.
Or lim p, = +o0, alors il existe ny €€ N tel que pour tout n > ng, p, > M et

n—oo
comme (ng) > ny, alors on aura pour tout Vn > ng, jiym) > M car (fi,)nen
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est strictement croissante. Donc nécessairement (1, (,,) )nen est stationnaire et
sa limite est donc dans le spectre. Ainsi sp(v) est une partie fermée de C.
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