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MAnlmATIQUES 1 
( 3  pages dactylographiees) M 

On pose, pour tout entier n > O  : 
2n 

dt sin t 
(- t 

7' 
un I 

'O 
Le but du problbme est, dans la premiere partie, la recherche d'un équivalent 
de un lorsque n tend vers + m .  La deuxigme partie traite des preliminaires 
nécessaires au calcul de un, calcul qui fait l'objet de la troisieme partie. 

Les parties II et III sont indépendantes de la partie 1 ; la partie III 
peut Btre traitée en admettant les résultats de la partie II. 

PRMIERE PARTIE 

On pose, n étant un entier naturel et a un r6el strictement positif : 

1, ,(: cosn t dl 

- 
1 

On admet que, lorsque n tend vers + m ,  ~ny\I?;; * 

1.1, Etablir que un existe pour tout n entier strictement positif. 

1 sint - 
t 1.2, Soit, pour tout a > O ,  M ( a )  = sup 

t E  [ a ,  + O [  

Montrer que M(a) C 1 et que, pour tout n entier > O ,  

2n - 2 dtS2(M(a)) 
'a 

l 

1-3, Exprimer la quantité Jn(a), OÜ a > O ,  en fonction de a et d'un terme de la 
suite (Im)m N. 

1.4. Etablir que, pour tout t E 10, & 1  

sint t 2  2 1 -  - % O  t 6 

1.5, D6duire de ce qui précède l'inéqalit6 

1.6- a) Montrer que, pour tout X > J6, il existe P E  IO, X I  tel que, pour tout tEI0,pl 
sin t t2 

s 1  - -  
0 6 7  A' 

b) En deduire l'in6galitt5, valable pour tout entier n > O  : 

Un 
2n - 2 

un 

'4n+ 1 

JZn ( A )  + 2 ( M ( P ) )  

lorsque n tend vers + œ ,  et donner un 1.7, DBterminer la limite de 

Bquivalent tres simple de un. 

Torlruez la page S. Y. P. 
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DEUXIEME PARTIE 

Dans toute cette partie, f désigne une application continue et bornée de 
[ O ,  + O D  [ dans IR et X un réel 2 O. On désigne respectivement par F( X 1 et G(X) 
les valeur des intégrales 

lorsque ces intégrales convergent. 

11.1. Montrer que F (  1) et G (  1) existent pour tout A >  O .  

11.2. Donner la limite de F( X )  lorsque X tend vers +o. 

11.3.a) Etablir, pour tout u d O ,  l'inégclité 
-U 

- 1  + I l < ,  lu1 J u l  1 "  u 

b) Montrer que, pour tout X > O ,  F ' ( X )  existe et que F ' ( X )  = - G ( X ) .  

11.4. On suppose ici de plus que f m  f (t) dt est absolument convergente. 

Etablir qu'alors F est continue en O .  
O 

TROISIEME PARTIE 

Dans toute cette partie, n es+ un entier strictement positif et X un 
réel positif au sens large. 

111.1. Etablir la convergence de l'intégrale 

111.2.. On définit ainsi une application Qn de [ O ,  +m [ 

qu'elle est continue en O et de classe C2n sur 10, +œ [ .  

111.3. Dbmontrer, pour tout > O ,  les formules : 
m 

dt 2n - At d2n)( 1) = f' (sin t) e 

111.4. Trouver une constante an telle que, pour tout > O ,  

1 (s fnX) = -  x 
dn 
dXn 
- 

111.5. On pose 
2n- 1 ( x  - u) u du 

(2n - 1 1 I 1 + 3  e n w  = f  
O 

a) Etablir que, pour tout x réel, 

dans IR. Etablir 

'rourrrer la page S. V. P. 



b) Montrer qu'il existe un triplet unique A,, B,, Qn de polynbmes, An et 
B, &tant des polynômes en x et Qn un polynôme en x et u, tels que, pour tout x 
et tout u 

2n-1 u (x-u) = ( 1  +u') Q~(x,u) + An(x) u + an(x) 
Que dire de la parité de A, et de celle de B, ? 

Calculer Bn(0). 

c) En déduire l'existence d'un polynôme Cn tel que, pour tou- x : 
1 
2 (2n-1)! = C, (x) + -  A, (XI ?n (1 + x ' )  + Bn(x) Arc tg x 

d) Démontrer qu'il existe un polyndme H, tel que 

lim ((2n-1)! en(x) - ~,(x)i'nx - H,(X)) = O 
x -t +m 

n-1 u 
2 
- et montrer que H, (O) = ( - 1 )  

111.6. Montrer que, pour tout > O : 

A2n-1 'n Pnx + v, ( A )  

où y n  est une constante que l'on précisera, et V, un polynôme dont on ne 
demande pas l'expression. 

111.7. Démontrer l'existence de deux polynômes S, et T, tels que, pour tout X > O : 

On ( A )  = S n ( X )  !n X +  Tn(A) +En(A) 

avec lim En ( X I  = O 
A - + ,  

Exprimer T, à l'aide des sjmboles H,, A, et V, . 
111-8. Quelle est la limite de an ( A )  quand A tend vers +m ? 

Qu'en résulte-t-il pour les polynômes Sn et T, ? En déduire la valeur de 
Vn(0), puis celle de un. . 

Pn Pour n = 1 , 2, 3 ,  mettre un sous la forme - 
4n entiers naturels premiers entre eux. 

J où pn et q, sont des 
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t** M * 


