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Autour des forme quadratiques non
dégénérées

X ENS Maths A

q̃q

Corrigé

Préliminaires sur les formes quadratiques et les isométries :�� ��1. q(λx) = λ2q(x) et pour tous x, y ∈ Kn on a q̃(x, y) = a1x1y1 + . . .+ anxnyn, donc q̃ est une
forme bilinéaire symétrique, c’est-à-dire q est une forme quadratique.�� ��2. Si q et q′ sont deux formes quadratiques sur V telles que q̃ = q̃′, alors pour tout x ∈ V ,
q(x) = q̃(x, x) = q̃′(x, x) = q′(x), et donc q = q′.
Si ϕ est une forme bilinéaire symétrique sur V , pour x ∈ V posons q(x) = ϕ(x, x), alors q
est une forme quadratique et q̃ = ϕ.�� ��3. B une base de V .�� ��3.1 Pour x, y ∈ V , notons X la matrice des cordonnées de x dans la base B et Y celle de

y, on rappelle que b(x, y) = tXΦB(b)Y . Notons M = ΦB(q̃)
Par contraposée :
Supposons q dégénérée : Il existe x ∈ V non nul tel que, pour tout y ∈ V ; q̃(y, x) = 0,
donc pour toute matrice colonne Y ; tYMX = 0, ce qui implique MX = 0 (X 6= 0),
ainsi la matrice M n’est pas inversible et detM = 0.
Supposons detM = 0 : alors il existe une matrice colonne non nul X tel que MX =

0, pour tout matrice colonne Y , on a tYMX = 0, il vient alors que pour tout y ∈ V ;
q̃(y, x) = 0, donc q̃ est dégénérée.�� ��3.2 ΦBc(〈a1, . . . , an〉) = diag(a1, . . . , an) = la matrice diagonale dont les éléments de la
diagonale sont a1, . . . , an.
det(ΦBc(〈a1, . . . , an〉)) =

∏n
i=1 ai 6= 0, donc 〈a1, . . . , an〉 ∈ Q(Kn).�� ��4. Soit q ∈ Q(V ) une forme quadratique non dégénérée sur V .�� ��4.1 Soit f : V → V ′ une isométrie entre q et q′ (q′ ◦ f = q). pour tous x, y ∈ V ;

q̃′(f(x), f(y)) = q̃(x, y).
Soit x′ ∈ V ′ un vecteur non nul et x ∈ V tel que x′ = f(x), puisque f est isomor-
phisme alors x est aussi non nul, il existe alors (q non dégénérée) w ∈ V tel que
q̃(x,w) 6= 0, soit w′ = f(w) 6= 0 et on a q̃′(x′, w′) = q̃′(f(x), f(w)) = q̃(x,w) 6= 0.�� ��4.2 Soit x 6= 0, l’application ` : V → K définie pour tout y ∈ V par `(y) = q̃(x, y) est une
forme linéaire, comme q est non dégénérée, il existe w ∈ V tel que `(w) = q̃(x,w) 6=
0, donc ` est une forme linéaire non nulle dont le noyau est {x}⊥ qui est alors un
hyperplan de V .�� ��4.3 Soit x 6= 0, les deux sous espaces vectoriels {x}⊥ et Kx sont supplémentaires si, et
seulement si, x /∈ {x}⊥ si, et seulement si, q(x) = q̃(x, x) 6= 0.�� ��5. Il est clair que IdV ∈ O(q) et que O(q) est une partie de GL(V ).

Considérons deux éléments f, g ∈ O(q), on a q ◦ f ◦ g = q ◦ g = q donc f ◦ g ∈ O(q) , et
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q ◦ f−1 = q ◦ f ◦ f−1 = q donc f−1 ∈ O(q).
Soit f : V → V ′ une isométrie entre q et q′ (q′ ◦ f = q) , remarquons que si g ∈ O(q) alors
f ◦g ◦f−1 ∈ O(q′), ceci permet de définir une application ϕ de O(q) dans O(q′), en posant
pour tout g ∈ O(q), ϕ(g) = f ◦ g qui est bien un isomorphisme de groupes.

Première partie :
Existence des bases orthogonales�� ��6. isotrope anisotrope.�� ��6.1 Si pour tout x ∈ V , q(x) = 0, alors pour tous x, y ∈ V , q̃(x, y) = 0, c’est-à-dire q̃ = 0

dégénérée.�� ��6.2 dimV = 2 et q isotrope.
Notons e un vecteur non nul de V tel que q(e) = 0, il existe w ∈ V tel que q̃(e, w) 6= 0,

et notons en fin e′ =
1

q̃(e, w)
w − q(w)

2q̃(w, e)2
e.

q̃(e, e′) = 1 (en particulier la famille (e, e′) est libre, donc base de V ) , et q(e) = q(e′) =
0.
Considérons maintenant l’application f : K2 → V définie pour tout (x1, x2) ∈ K2

par f(x1, x2) = 1
2x1e+ x2e

′, f est un isomorphisme et q ◦ f = h.�� ��6.3 Remarque : En dimension 1, il n’existe pas de forme quadratique qui est à la fois
isotrope et non dégénérée.
Montrons la propriété si dimV = 2 :
Soit q une forme quadratique non dégénérée et isotrope de V , d’après le résultat de
la question précédente, q est isométrique à la forme quadratique h définie à la ques-
tion précédente, et il suffit alors de démontrer que h est surjective : Pour tout λ ∈ K,
on a h(1, λ) = λ.
Maintenant, considérons un espace vectoriel de dimension n ≥ 2 et q une forme qua-
dratique non dégénérée et isotrope de V , avec le même raisonnement de la question
précédente, ils existent deux vecteur e, e′ ∈ V tel que q(e) = q(e′) = 0 et q̃(e, e′) = 1
(on aussi la famille (e, e′) est libre), soit V ′ le sous espace vectoriel engendré par e et
e′, et q′ = q/V ′ la restriction de q à V ′, pour terminer : q′ est isométrique à h donc
surjective, par la suite q est aussi surjective .�� ��7.

�� ��7.1 Par récurrence sur la dimension de V :
La propriété est vérifié en dimension 1.
Supposons la propriété est vérifiée en dimension n − 1 ≥ 1, et soit V un espace
vectoriel de dimension n et q une forme quadratique non dégénérée sur V . Il existe
e1 ∈ V tel que q(e1) 6= 0, notons V ′ = {e1}⊥ et q′ = q/V ′ ; d’après la question 4c,
V = V ′ ⊕Ke1 et dimV ′ = n− 1.
q′ non dégénérée : en effet si x ∈ V ′ il existe w ∈ V tel que q̃(x,w) 6= 0, soient w′ ∈ V
et λ ∈ K tels que w = w′ + λe1 ; on a q̃′(x,w′) = q̃(x,w) 6= 0.
Elle existe alors une base (e2, . . . , en) orthogonale pour q′, maintenant la base (e1, e2, . . . , en)
convienne.�� ��7.2 D’après la question précédente, elle existe une base de V orthogonale pour q. Pour

x = (x1, . . . , xn) ∈ Kn, posons f(x) =
n∑
k=1

xkek, f est un isomorphisme de Kn dans V

et q(f(x)) =
n∑
k=1

akx
2
k où ak = q(ek) pour 1 ≤ k ≤ n. Les deux formes quadratiques
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q et 〈a1, . . . , an〉 sont isométriques et q non dégénérée donc 〈a1, . . . , an〉 est aussi non
dégénérée, il vient alors que a1, . . . , an sont non nuls.

Deuxième partie :
Étude de O(q) quand K = R�� ��8. q ∈ Q(Rn).

Ils existent a1, . . . , an ∈ R\{0} tels que q soit isométrique à 〈a1, . . . , an〉, il suffit alors de
démonter le résultat pour cette dernière forme quadratique : on pose r = #{i , ai > 0} et
s = #{i , ai < 0} on a r + s = n, quitte a effectuer une permutation sur les coordonnées
(elle correspond à un isomorphisme ), on peut supposer que {i , ai > 0} = {a1, . . . , ar},
donc

〈a1, . . . , an〉(x) =
r∑

k=1

(
√
akak)

2−
n∑

k=r+1

(
√
−akx)2, ce qui montrer que la forme quadratique

〈a1, . . . , an〉 est isométrique à Qr,s via l’isométrie

x = (x1, . . . , xr, xr+1, . . . , xn) 7−→ (
√
a1x1, . . . ,

√
arxr),

√
−ar+1xr+1, . . . ,

√
−anxn

.�� ��9. La matrice de la forme quadratique Qr,s dans la base canonique est la matrice Ir,s.
M ∈ Or,s si, et seulement si, f ∈ O(Qr,s) si, et seulement si,Qr,s ◦f = Qr,s si, et seulement
si, tMIr,sM = Ir,s.
Si M ∈ Or,s ; det(tMIr,sM) = det Ir,s et donc (detM)2 = 1, d’où detM = ±1.�� ��10. Or,s sous groupe de GLn(R) puisque O(Qr,s) est un sous groupe de GL(Rn).
Or,s = GLn(R) ∩ H−1(0) où H est l’application définie de Mn(R) dans lui même par ;
H(M) = tMIr,sM − Ir,s. H étant continue , donc H−1(0) est un fermé de Mn(R), ce
qui montre que Or,s est un fermé de GLn(R) (intersection de GLn(R) et d’un fermé de
Mn(R)).�� ��11. Kr,s = O(n)∩{M ∈Mn(R) , tMIr,sM = Ir,s}, doncKr,s est un fermé deO(n), et puisque
O(n) est compact il vient que Kr,s est aussi compact.

Pour (M,N) ∈ O(r)× O(s), notons D(M,N) la matrice diagonale par blocs
(
M 0
0 N

)
∈

Mn(R).
Soit (M,N) ∈ O(r)×O(s) , on a

tD(M,N)Ir,sD(M,N) = tD(M,N)D(Ir,−Is)D(M,N)

= D(tMIrM,−tNIsN)

= D(Ir,−Is)
= Ir,s

D’autre par, tD(M,N)D(M,N) = D(tMM, tNN) = In, ceci qui montrer que D(M,N) ∈
Kr,s.
Montrons que D est une bijection de O(r)×O(s) sur Kr,s.
L’injectivité ne demande pas de justification.
Soit M ′ ∈ Kr,s, d’une part M ′ ∈ O(n) donne M ′−1 = tM ′ et d’autre par tM ′Ir,sM ′ = Ir,s,

il en résulte que Ir,sM ′ = M ′Ir,s, posons M ′ =
(
M A
B N

)
avec M ∈Mr(R), A ∈Mr,s(R),

B ∈Ms,r(R) et N ∈Ms(R), en effectuant le produit par blocs dans l’égalité précédente ,
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on obtient −A = A et −B = B c’est-à-dire les deux matrices A et B sont nulles. Comme
tM ′M ′ = In alors (produit par blocs) tMM = Ir et tNN = Is, ainsi (M,N) ∈ O(r)×O(s)
et M ′ = D(M,N). Ceci prouve la surjectivité de D.�� ��12. Pour θ ∈ R, on pose M(θ) =

(
cos θ − sin θ
sin θ cos θ

)
.

Soient A,B ∈ SO2(R) (matrices de rotations), ils existent θ, θ′ ∈ R tels que A = M(θ)
et B = M(θ′), pour t ∈ [0, 1], on pose γ(t) = M((1 − t)θ + tθ′). Pour tout t ∈ [0, 1] ;
γ(t) ∈ SO2(R), donc γ : [0, 1] → SO2 est une chemin continue et vérifiant γ(0) = A et
γ(1) = B. On en déduit que SO2(R) est connexe par arcs.�� ��13.�� ��13.1 Soit f ∈ O(Q2,1).

Soit (x, y, z) ∈ H et (x′, y′, z′) = f(x, y, z), on a x′2+y′2−z′2+1 = Q2,1(f(x, y, z))+1 =
Q2,1(x, y, z) + 1 = 0, donc f(x, y, z) = (x′, y′, z′) ∈ H , d’où f(H) ⊂ H .
Réciproquement, si (x, y, z) ∈ H , comme f isomorphisme il existe (x′, y′, z′) ∈ R3

tel que (x, y, z) = f(x′, y′, z′) ; et on a
0 = x′2 + y′2 − z′2 + 1 = Q2,1(f(x, y, z)) + 1 = Q2,1(x, y, z) + 1 = x2 + y2 − z2 + 1,
donc (x, y, z) ∈ H , d’où H ⊂ f(H).�� ��13.2 SO2,1 est l’intersection des deux groupes O2,1 et {M ∈ GLn(R) , detM = 1} donc
sous groupe de O2,1, et comme le deuxième groupe est un fermé deM2(R) (det est
continue), il vient que SO2,1 est un fermé de O2,1.�� ��14.�� ��14.1 Notons Rt la matrice de rt dans la base canonique de R ; des calculs montre que
tRtI2,1Rt = I2,1, detRt = 1 et zrt = ch t > 0, donc rt ∈ SO+

2,1.�� ��14.2 Soit M = j(f), On suppose que M ∈ SO+
2,1.

Pour θ ∈ R, on pose ρ(θ) la rotation d’angle θ d’axe (0, 0, 1), dont la matrice dans la

base canonique est P (θ) =

cos θ − sin θ 0
sin θ cos θ 0

0 0 1

.

Pour θ, t ∈ R ; on a RtP (θ) =

 cos θ − sin θ 0
ch t sin θ ch t cos θ sh t
sh t sin θ sh t cos θ ch t

 On cherche des valeurs

de t et θ pour lesquelles rt ◦ ρ(θ) ◦ f(0, 0, 1) = rt ◦ ρ(θ)(xf , yf , zf ) = (0, 0, 1), ce qui
revient à résoudre le système suivante en θ et t (on montre qu’il possède au moins
une solution) : 

xf cos θ − yf sin θ = 0
xf ch t sin θ + yf ch t cos θ + zf sh t = 0
xf sh t sin θ + yf sh t cos θ + zf ch t = 1

Premier cas : yf = 0.
La première équation s’écrit xf cos θ = 0, elle est vérifiée au moins pour θ = π

2 .
Or (xf , yf , zf ) ∈ H , alors z2f − x2f = 1 et puisque zf > 0, il existe α ∈ R tel que
xf = shα et zf = chα ; en réécrivant les deux dernières équations :

sh(α) ch t+ ch(α) sh t = sh(α+ t) = 0
sh(α) sh t+ ch(α) ch(t) = ch(α+ t) = 1

t = −α convient.
Deuxième cas : yf 6= 0.
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Pour θ′ ∈ R, on a ρ(θ′)(xf , yf , zf ) = (xf cos θ′ − yf sin θ′, xf sin θ′ + yf cos θ′, zf ) =
(xg, yg, zg) où g = ρ(θ′) ◦ f ∈ SO+

2,1. Il existe (justification immédiate ) θ′ ∈ R tel que
yg = 0 ; d’après ce qui précède ils existent t et θ′′ tels que rt◦ρ(θ′′)◦g(0, 0, 1) = (0, 0, 1),
mais rt ◦ ρ(θ′′) ◦ g = rt ◦ ρ(θ′′ + θ′) ◦ f , dans ce cas t et θ = θ′′ + θ′ répondent à la
question.
Remarques : pour tous t, θ ∈ R, R−1t = R−t et P (θ)−1 = P (−θ), et les matrices
Rt, P (θ), RtP (θ), P (θ)Rt ∈ SO+

2,1.�� ��14.3 Soit M = j(f) ∈ SO+
2,1 , ils existent t et θ tels que rt ◦ ρ(θ) ◦ f(0, 0, 1) = (0, 0, 1),

posons g = rt ◦ ρ(θ) ◦ f et N = j(g) ∈ SO+
2,1. N est de la forme

a b 0
c d 0
e f 1

,

de l’égalité tNI2,1N = I2,1 et le fait que detN = 1 on trouve e = f = 0 et que

la matrice
(
a b
c d

)
∈ SO2, on en déduit l’existence de θ′ ∈ R tel que N = P (θ′),

considérons l’application γ : [0, 1] → SO+
2,1 définie pour tout s ∈ [0, 1] par γ(s) =

P (−sθ)R−stP (sθ′) ∈ SO+
2,1, γ est un chemin continue et relie M avec I3, γ(0) = I3 et

γ(1) = M , notons que R−t est l’inverse de Rt et P (−θ) celui de P (θ).
D’où la connexité par arcs de SO+

2,1.
Remarque : M ′ ∈ SO+

2,1, on a montrer l’existence d’un chemin qui relie M et I3 et de
même on un chemin qui relie M ′ et I3, par la suite un chemin qui relie M et M ′.�� ��15. Posons :

E1 = SO+
2,1 ,

E2 = {M = j(f) ∈ SO+
2,1 / zf < 0} ,

E3 = {M = j(f) ∈ O2,1 / detM = −1 et zf > 0} et
E4 = {M = j(f) ∈ O2,1 / detM = −1 et zf < 0}.
Pour M = j(f) ∈ O2,1, on a detM = ±1 et z2f = x2f + y2f + 1, donc detM = ±1 et zf 6= 0,
ceci montrer que O2,1 est la réunion des quatre sous ensembles Ei ; i = 1, . . . , 4 deux à
deux disjointes.

Notons D la matrice D =

1 0 0
0 −1 0
0 0 1

 on a D ∈ E3, les applications suivantes sont des

homéomorphismes :
• E1 → E2, M 7→MDI2,1,
• E1 → E3 , M 7→MD et
• E1 → E4 , M 7→MI2,1.
Il vient alors que ces quatre sous ensembles sont connexes par arcs.
Remarque : on multiplie par D pour changer le signe du déterminant, et par I2,1 pour
changer celui de zf .
Pour le reste il suffit de montrer queE1 est fermé, soit (Mn = j(fn))n une suite d’éléments
de E1 convergente de limite M = j(f) ∈ O2,1, par continuité de l’application det on a
detM = lim

n→+∞
detMn = 1 ; d’autre part, pour tout n ∈ N ; zfn > 0 alors zf ≥ 0, mais

z2f = x2f + y2f + 1 6= 0, on en déduit alors que zf > 0 et M ∈ SO+
2,1.�� ��16. Soit ϕ de O2,1 dans le groupe multiplicatif G = {I3, D, I2,1, DI2,1} définie par :
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ϕ(M) =


I3 si x ∈ E1

I2,1 si x ∈ E2

D si x ∈ E3

DI2,1 si x ∈ E4

ϕ est morphisme de groupes surjectif et kerϕ = SO+
2,1, on obtient le résultat en remar-

quant que les deux groupes G et Z/2Z× Z/2Z sont isomorphes.
Remarques :
• La table de G :

× P1 = I3 P2 = I2,1 P3 = D P4 = DI2,1
P1 = I3 P1 P2 P3 P4

P2 = I2,1 P2 P1 P4 P3

P3 = D P3 P4 P1 P2

P4 = DI2,1 P4 P3 P2 P1

• Une table utile pour ϕ :

M ×N E1 E2 E3 E4

E1 E1 E2 E3 E4

E2 E2 E1 E4 E3

E3 E3 E4 E1 E2

E4 E4 E3 E2 E1

•Notons Ei,j l’élément de la dernière table, situé sur ligne i et la colonne j (on ne compte
pas la première ligne et la première colonne),de même notons Pi,j celui de la première
table.
M ∈ Ei et N ∈ Ej alors MN ∈ Ei,j , donc ϕ(MN) = Pi,j = PiPj = ϕ(M)ϕ(N).

Troisième Partie :
Somme orthogonale�� ��17. (q, q′, q′′) ∈ Q(V )×Q(V ′)×Q(V ′′)�� ��17.1 Notons que pour tous (x, x′), (y, y′) ∈ V × V ′, on a q̃ ⊥ q′((x, x′), (y, y′)) = q̃(x, y) +

q̃′(x′, y′).
Si (x, y) est un élément non nul de V × V ′ (x 6= 0 ou y 6= 0), si x 6= 0 , il existe
w ∈ V tel que q(x,w) 6= 0 dans ce cas q̃ ⊥ q′((x, y), (w, 0)) = q̃(x,w) 6= 0. Dans le
cas contraire y 6= 0, et il existe w′ ∈ V ′ tel que q̃′(y, w′) 6= 0, et dans ce cas le vecteur
(0, w′) convient.
L’application (V × V ′)× V ′′ → V × (V ′ × V ′′) définie par ((x, y), z) 7→ (x, (y, z)) est
une isométries entre les deux formes quadratiques (q ⊥ q′) ⊥ q′′ et q ⊥ (q′ ⊥ q′′).�� ��17.2 Soit f un isométrie entre q′ et q′′ l’application h définie par h(x, y) = (x, f(y)) pour
tout (x, y) ∈ V × V ′ est une isométrie entre q ⊥ q′ et q ⊥ q′′.�� ��17.3 Soit f : V ′ × V ′′ → V définie pour tout (x′, x′′) ∈ V ′ × V ′′ par f(x′, x′′) = x′ + x′′ ;
puisque V ′ et V ′′ sont supplémentaires dans V , alors f est un isomorphisme : et pour
tout (x′, x′′) ∈ V ′ × V ′′ on a
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q ◦ f(x′, x′′) = q(x′ + x′′)

= q(x′) + 2q̃(x′, x′′) + q(x′′)

= q(x′) + q(x′′)

= q′(x′) + q′′(x′′)

= q′ ⊥ q′′(x′, x′′)

d’où le résultat.�� ��18. q(v) = q(w) 6= 0.�� ��18.1 soit y ∈ V ;

q(sx(y)) = q(y)− 4
q̃(x, y)

q(x)
q̃(x, y) + 4

(
q̃(x, y)

q(x)

)2

q(x) = q(y),et

q(−sx(y)) = q(sx(y)) = y.

Si sx(y) = 0, alors y = λx avec λ = 2
q̃(x, y)

q(x)
, donc 0 = q(sx(y)) = q(y) = λ2q(x), ce

qui montre que y = 0, sx et −sx sont des isomorphismes.
On en déduit alors que sx et −sx ∈ O(q).�� ��18.2 q(w − v) 6= 0, alors sw−v est une isométrie .

sw−v(v) = v − 2
q̃(v − w, v)

q(v − w)
(v − w), et

q(v − w) = q̃(v − w, v) + q̃(v, w)− q̃(w,w)

= q̃(v − w, v) + q̃(v, w)− q(v, v)

= q̃(w − v, v) + q̃(v, w − v)

= 2q̃(v − w, v)

donc sw−v(v) = v − (v − w) = w.�� ��18.3 q(w − v) = 0.
On a

q(v + w) = q(v + w) + q(w − v)

= q(v) + 2q̃(v, w) + q(w) + q(w)− 2q̃(v, w) + q(w)

= 4q(v) 6= 0

donc g = −sv+w est une isométrie et g(v) = sw−(−v)(−v) = w.
Conclusion : si q(w − v) 6= 0 ; g = sw−v convient.
Si q(w − v) = 0 ; g = −sv+w convient, d’où le résultat.�� ��19. Par récurrence sur la dimension de V3.

Démontrons le résultat dans le cas dimV3 = 1 :
Soit q′1 la forme quadratique définie sur V1 ⊕ V3 par q′1(x + y) = q1(x) + q3(y) pour tout
(x, y) ∈ V1 × V3 ; la forme quadratique q′1 vérifie : pour tout (x, y) ∈ V1 × V3, q̃′1(x, y) = 0
, q′1/V1 = q1 et q′1/V3 = q3, d’après la question 17. q′1

∼= q1 ⊥ q3 , on définie de même la
forme quadratique q′2 sur V2⊕ V3 par q′2(x+ y) = q2(x) + q3(y) pour tout (x, y) ∈ V2× V3 ;
et on a aussi q′2 ∼= q2 ⊥ q3, les deux formes quadratiques q′1 et q′2 sont isométriques.
Soit e ∈ V3 un générateur de V3, et f : V1 ⊕ V3 → V2 ⊕ V3 une isométrie, on a q′2(f(e)) =
q′1(e) = q3(e) = q′2(e) et comme q3 est non dégénérée et dimV3 = 1 alors q3(e) 6= 0. il vient
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alors que q′2(f(e)) = q′2(e) 6= 0, d’après la question 18. elle existe une isométrie g ∈ O(q′2)
telle que g(f(e)) = e ; on en déduit que f ′ = g ◦ f est une isométrie entre q′1 et q′2 avec
f ′(e) = e.
Soit x ∈ V1, on a q̃′2(f

′(x), e) = q̃′2(f
′(x), f ′(e)) = q̃′1(x, e) = 0, donc f ′(x) ∈ {e}⊥q′2 ,

d’autre part V2 ⊂ {e}⊥q
′
2 et comme V2 et {e}⊥q′2 sont des hyperplans de V2 ⊕ V3 alors

V2 = {e}⊥q′2 , et donc f ′(x) ∈ V2. Comme V1 et V2 ont même dimension et f ′ envoie V1 sur
V2, alors l’application f2 = V2 : V1 → V2 définie par f2(x) = f ′(x) pour tout x ∈ V2 est un
isomorphisme, de plus ; pour tout x ∈ V1 ; q2(f2(x)) = q′2(f

′(x)) = q′1(x) = q1(x). f2 est
une isométrie entre q1 et q2.
Supposons la propriété est vérifié en dimension n− 1 ≥ 1, et on suppose que dimV3 = n,
ils existent a1, . . . , an ∈ K\{0} tels que q3 ∼= 〈a1, . . . , an〉. On a 〈a1, . . . , an〉 ∼= qn−1 ⊥ 〈an〉
où qn−1 est la forme quadratique 〈a1, . . . , an−1〉(forme quadratique sur Kn−1) .
q1 ⊥ q3 ∼= q1 ⊥ (qn−1 ⊥ 〈an〉) ∼= (q1 ⊥ qn−1) ⊥ 〈an〉, de même q2 ⊥ q3 ∼= (q2 ⊥
qn−1) ⊥ 〈an〉, on obtient (q1 ⊥ qn−1) ⊥ 〈an〉 ∼= (q2 ⊥ qn−1) ⊥ 〈an〉, en appliquant ce qui
précède à la forme quadratique non dégénérée 〈an〉 (forme quadratique sur K) ; on obtient
q1 ⊥ qn−1 ∼= q2 ⊥ qn−1 et maintenant l’hypothèse de récurrence permet de conclure :
q1 ∼= q2.�� ��20. Existence :
Par récurrence sur dimV :
Si dimV = 1 et q ∈ Q(V ) alors q est anisotrope, et dans ce cas q ∼= q ⊥ 0.h.
Supposons le résultat est vérifié pour tout espace vectoriel de dimension ≤ n, et soit V
un espace vectoriel de dimension n+ 1 et q ∈ Q(V ). Si q est anisotrope alors q ∼= q ⊥ 0.h
sinon soit e ∈ V non nul tel que q(e) = 0, et v ∈ V tel q̃(e, v) 6= 0, la famille (e, v) est libre,
notons V1 = Vect(e, v) le sous espace vectoriel engendré par u et v, q1 = q/V1, q1 est une
forme quadratique non dégénérée isotrope, en effet ; q1(e) = 0 et si x = αe+ βv ∈ V1 non
nul , alors q̃1(x, e) = βq̃(v, e) 6= 0 si α = 0 (α 6= 0) ; et q̃1(x, v) = αq̃(e, v) 6= 0 si β = 0
(α 6= 0). Puisque dimV1 = 2 alors q1 ∼= h.
Soit V2 = V ⊥1 = {x ∈ V / q̃(x, e) = q̃(x, v) = 0}, et on a V = V1 ⊕ V2 ; en effet : V2 est
l’intersection des deux hyperplan {e}⊥ et {v}⊥ aucun d’entre eux ne contenant l’autre,
donc dimV2 = n − 2, si x ∈ V1 ∩ V2, alors d’une part x = αe + βv où α, β ∈ K ; d’autre
part 0 = q̃(x, e) = βq̃(v, e) donne β = 0 et 0 = q̃(x, v) = αq̃(e, v) donne aussi α = 0, ce qui
affirme le résultat.
Notons q2 = q/V2 ; c’est une forme quadratique non dégénérée : si x ∈ V2 non nul , il
existe w = w1 + w2 ∈ V avec wi ∈ Vi tel que q̃(x,w) 6= 0 ; par raison d’orthogonalité on a
q̃2(x,w2) = q̃(x,w2) = q̃(x,w) 6= 0.
Pour (x1, x2) ∈ V1 × V2 on a q̃(x1, x2) = 0, d’après la question 17.c on a q ∼= q2 ⊥ q1 ∼=
q2 ⊥ h , comme dimV2 = n − 2 ≤ n et q2 ∈ Q(V2), par hypothèse de récurrence ; il existe
un entier m et une forme quadratique anisotrope qan tels que q2 ∼= qan ⊥ m.h, c’est bien
alors que q ∼= qan ⊥ (m+ 1).h.
Unicité : Supposons que l’on a deux décomposition de q ; q ∼= qan ⊥ m.h ∼= q′an ⊥ m′.h,
avec les même notations. Supposons en plus que m ≥ m′ ; d’après le résultat de sim-
plification de la question 19. (appliqué m′-fois), on obtient qan ⊥ (m − m′)h = q′an par
raison d’isotropie de h et q′an anisotrope alors m − m′ = 0 (sinon, il existe un élément
non nul e dans K2 tel que h(e) = 0, et donc x = (e, . . . , e) ∈ (K2)m−m

′
qu’est non nul ,

vérifie (m −m′).h(x) = 0 et sont image x′ par l’isométrie "réalisant l’isométrie entre ses
de formes quadratique" vérifie x′ 6= 0 et ˜q′an(x′) = 0 ce qui est impossible.), c’est bien
maintenant que m = m′ et qan ∼= q′an.
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