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X ENS Maths A

Autour des forme quadratiques non
dégénérées

Corrigé

Préliminaires sur les formes quadratiques et les isométries :

q(A\r) = N2q(z) et pour tous z,y € K" ona §(z,y) = a121y1 + . . . + @nTnyyn, donc § est une
forme bilinéaire symétrique, c’est-a-dire ¢ est une forme quadratique.

Si g et ¢’ sont deux formes quadratiques sur V' telles que § = ¢/, alors pour tout z € V,
4(2) = §(z,2) = ¢(z,2) = ¢(x), etdonc g = ¢
Si ¢ est une forme bilinéaire symétrique sur V, pour z € V posons ¢(x) = ¢(z, z), alors ¢
est une forme quadratique et ¢ = (.

B une base de V.

Pour z,y € V , notons X la matrice des cordonnées de x dans la base B et Y celle de
y, on rappelle que b(z,y) = ' XP(b)Y. Notons M = ®p(q)
Par contraposée :
Supposons g dégénérée : Il existe x € V nonnul tel que, pour touty € V; G(y,z) =0,
donc pour toute matrice colonne Y ; 'Y M X = 0, ce qui implique M X = 0 (X # 0),
ainsi la matrice M n’est pas inversible et det M = 0.
Supposons det M = 0 : alors il existe une matrice colonne non nul X tel que M X =
0, pour tout matrice colonne Y, on a 'YMX = 0,1l vient alors que pour touty € V;
4(y,x) = 0, donc ¢ est dégénérée.

®p.((a1,...,an)) = diag(ay,...,a,) = la matrice diagonale dont les éléments de la
diagonale sont ay, ..., ay.

det(®g,((a1,...,an))) =[[i-; ai #0,donc (ay,...,a,) € Q(K™).
Soit ¢ € Q(V') une forme quadratique non dégénérée sur V.

Soit f : V. — V' une isométrie entre q et ¢’ (¢’ o f = q). pour tous z,y € V;
¢ (f(x), f(y)) = q(x,y).
Soit 2/ € V' un vecteur non nul et z € V tel que 2/ = f(z), puisque f est isomor-
phisme alors = est aussi non nul, il existe alors (¢ non dégénérée) w € V tel que
Gz, w) £ 0, soit w' = f(w) # 0 etona gz, w') = ¢(f(x), f(w)) = Gz, w) # 0.

Soit x # 0, l'application ¢ : V' — K définie pour tout y € V par ¢(y) = G(x,y) est une
forme linéaire, comme ¢ est non dégénérée, il existe w € V tel que {(w) = §(z, w) #
0, donc / est une forme linéaire non nulle dont le noyau est {z}* qui est alors un
hyperplan de V.

Soit z # 0, les deux sous espaces vectoriels {z}1 et Kz sont supplémentaires si, et
seulement si, z ¢ {z}* si, et seulement si, ¢(z) = §(z, ) # 0.

Il est clair que Idy € O(q) et que O(q) est une partie de GL(V).
Considérons deux éléments f,g € O(g),onaqgo fog=qgog=gqgdonc fog e O(q),et
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L =gofoft=qdoncf~!eO(q).

Soit f : V' — V' une isométrie entre g et ¢’ (¢’ o f = ¢) , remarquons que si g € O(q) alors
fogof~t € 0(q), ceci permet de définir une application ¢ de O(q) dans O(¢’), en posant
pour tout g € O(q), ¢(g) = f o g qui est bien un isomorphisme de groupes.

Premiére partie :
Existence des bases orthogonales

isotrope anisotrope.

Si pour tout x € V, ¢(x) = 0, alors pour tous z,y € V, G(x,y) = 0, c’est-a-dire § = 0

dégénérée.

dim V' = 2 et ¢ isotrope.

Notons e un vecteur non nul de V' tel que g(e) = 0, il existe w € V tel que G(e, w) # 0,
 q(w)

q(e;w) — 2q(w,e)

q(e,€’) = 1 (en particulier la famille (e, ¢’) est libre, doncbase de V) , et ¢(e) = ¢q(¢’) =

0.

Considérons maintenant ’application f : K? — V définie pour tout (z1,72) € K?

par f(z1,z2) = %xle + z9€’, f est un isomorphisme et go f = h.

et notons en fin e/ =

26.

Remarque : En dimension 1, il n’existe pas de forme quadratique qui est a la fois
isotrope et non dégénérée.

Montrons la propriété si dim V' = 2

Soit ¢ une forme quadratique non dégénérée et isotrope de V, d’apres le résultat de
la question précédente, g est isométrique a la forme quadratique h définie a la ques-
tion précédente, et il suffit alors de démontrer que h est surjective : Pour tout A € K,
onah(l,\) =\

Maintenant, considérons un espace vectoriel de dimension n > 2 et ¢ une forme qua-
dratique non dégénérée et isotrope de V/, avec le méme raisonnement de la question
précédente, ils existent deux vecteur e, e’ € V tel que g(e) = q(e/) = 0 et g(e,€’) =1
(on aussi la famille (e, ) est libre), soit V' le sous espace vectoriel engendré par e et
¢/, et ¢ = q/V’' la restriction de g a V’, pour terminer : ¢’ est isométrique a h donc
surjective, par la suite g est aussi surjective .

Par récurrence sur la dimension de V' :

La propriété est vérifié en dimension 1.

Supposons la propriété est vérifiée en dimension n — 1 > 1, et soit V un espace
vectoriel de dimension n et ¢ une forme quadratique non dégénérée sur V. Il existe
e1 € V tel que g(e1) # 0, notons V' = {e1}* et ¢ = q/V’; d’apreés la question 4c,
V=V"®Ke;etdimV’' =n — 1.

¢ non dégénérée : en effet si z € V' il existe w € V tel que ¢(z,w) # 0, soient w’ € V
et A € K tels que w = w' + \ej ; ona ¢ (z,w') = §(z,w) # 0.

Elle existe alors une base (es, . . ., e, ) orthogonale pour ¢/, maintenant la base (ey, e2, . . ., €,)
convienne.

D’aprés la question précédente, elle existe une base de V' orthogonale pour ¢. Pour

n
z = (z1,...,2,) € K", posons f(z) = Zxkek, [ est un isomorphisme de K" dans V'
. k=1
etq(f(z)) = Z arrs ot ap = q(ey,) pour 1 < k < n. Les deux formes quadratiques
k=1
MP 2/9 Aqgalmoun Mohamed

www.aqalmoun.com



MATHS A 2013/2014

get(ay,...,a,) sontisométriques et ¢ non dégénérée donc (ai,...,a,) est aussi non
dégénérée, il vient alors que ay, . .., a, sont non nuls.

Deuxieme partie :
Etude de O(¢) quand K = R

q € Q(R™).

Ils existent ay, ..., a, € R\{0} tels que ¢ soit isométrique a (a1, ..., ay), il suffit alors de
démonter le résultat pour cette derniere forme quadratique : on pose r = #{i, a; > 0} et
s =#{i, a; <0} onar+ s =n, quitte a effectuer une permutation sur les coordonnées

(elle correspond a un isomorphisme ), on peut supposer que {i , a; > 0} = {a1,...,a,},
donc
T n
(a1,...,an)(z) = Z(\/chak)2 - Z (v/—axz)?, ce qui montrer que la forme quadratique
k=1 k=r+1
(a1,...,an) estisométrique a @, s via 'isométrie

T=(T1, ooy Tpy Trily ey @) —> (VA1T1, oo O Ty )y /= Q1T 1, -+ oy V=T

La matrice de la forme quadratique @, s dans la base canonique est la matrice 7, ;.

M € O, 4 si, et seulement si, f € O(Q,s) si, et seulement si, Q, ;0 f = Q, s si, et seulement
si, UM I, M = I,,.

Si M € O,5;det(!MI,sM) = det I, s et donc (det M)? =1, d’ott det M = +1.

O,.s sous groupe de GL,(R) puisque O(Q;, ;) est un sous groupe de GL(R").

Ors = GL,(R) N H~1(0) ot H est I'application définie de M,,(R) dans lui méme par;
H(M) = tMI,sM — I.s. H étant continue , donc H~!(0) est un fermé de M, (R), ce
qui montre que O, s est un fermé de GL,(R) (intersection de GL,(R) et d'un fermé de
M (R)).

K,s=0m)N{M € M,(R), *MI, M = I, s}, donc K, s estun fermé de O(n), et puisque
O(n) est compact il vient que K, ; est aussi compact.

Pour (M, N) € O(r) x O(s), notons D(M, N) la matrice diagonale par blocs (]\04 ](\)r) €

M, (R).
Soit (M,N) € O(r) x O(s) ,ona

'D(M,N)I,sD(M,N) = 'D(M,N)D(I,,—I;)D(M,N)
= D('MI.M,-'NI,N)
= D(I,—1I)
= I,

D’autre par, ' D(M, N)D(M,N) = D!MM,*NN) = I, ceci qui montrer que D(M,N) €
Montrons que D est une bijection de O(r) x O(s) sur K, ;.

L’injectivité ne demande pas de justification.

Soit M’ € K5, d’une part M’ € O(n) donne M'~! = tM’ et d’autre par ‘M'I, M’ = I, 5,
M A

B ) avec M e M,(R), A € M, s(R),
B e M, (R) et N € M4(R), en effectuant le produit par blocs dans 1’égalité précédente ,

il en résulte que I, M’ = M'I, 5, posons M’ =
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on obtient —4 = A et —B = B c’est-a-dire les deux matrices A et B sont nulles. Comme
tM'M’' = I, alors (produit par blocs) ‘MM = I, et '!NN = I, ainsi (M, N) € O(r) x O(s)
et M’ = D(M, N). Ceci prouve la surjectivité de D.

Pour 6 € R, on pose M (f) = <COS o —sin 9)_

sind cosf
Soient A, B € SO2(R) (matrices de rotations), ils existent 6,6’ € R tels que A = M (0)
et B = M(¢), pourt € [0,1], on pose v(t) = M((1 — )0 + t¢). Pour tout t € [0,1];
v(t) € SO2(R), donc v : [0,1] — SO; est une chemin continue et vérifiant y(0) = A et
7(1) = B. On en déduit que SO2(R) est connexe par arcs.

Soit f € 0(Q2,1).

Soit (z,y, 2) € Het (2,9, 2') = f(x,y,2),onaz?+y?—22+1 = Q21(f(z,y,2))+1 =
Q21(x,y,2)+1=0,donc f(x,y,2) = (2',y,7') € H,d'ou f(H) C H.
Réciproquement, si (z,y, 2) € H , comme f isomorphisme il existe (z/,7/,2') € R?
tel que (z,y,2) = f(«',y,7'); etona

0=a”+y? 2" +1=0Qui(f(z,4,2) + 1 = Qaa(w,y,2) + 1 =2 +y* — 2> + 1,
donc (z,y,2) € H,d'ou H C f(H).

S0, est I'intersection des deux groupes Oy 1 et {M € GL,(R), det M = 1} donc
sous groupe de O3 1, et comme le deuxieme groupe est un fermé de Mz (R) (det est
continue), il vient que SO5; est un fermé de Oy ;.

Notons R; la matrice de r; dans la base canonique de R; des calculs montre que
thIleRt = 1271, det Ry = 1 et 2y, = cht > 0,doncr; € SO;I

Soit M = j(f), On suppose que M € SO7,.
Pour 6 € R, on pose p(f) la rotation d’angle 6 d’axe (0,0, 1), dont la matrice dans la
cos —sinf 0

base canonique est P(f) = | sinf cosf 0
0 0 1
cos 6 —sinf 0
Pour 0,t € R; ona R,P(f) = | chtsind chtcosf sht | On cherche des valeurs

shtsinf shtcosf cht
de t et 0 pour lesquelles 7; o p(6) o f(0,0,1) = r; 0 p(0)(xyf,ys,2¢) = (0,0,1), ce qui
revient a résoudre le systéme suivante en ¢ et ¢ (on montre qu’il possede au moins
une solution) :

xpcost —yypsin =0
xgchtsing +yrchtcost + zpsht = 0
xpshtsin® +ypshtcosf + zpcht = 1

Premier cas : yy = 0.

La premiere équation s’écrit 2y cos § = 0, elle est vérifiée au moins pour 6 = 7.

Or (zf,yf,27) € H,alors z; — 2} = 1 et puisque z; > 0, il existe @ € R tel que
xy = shaet zy = cha; en réécrivant les deux dernieres équations :

sh(a)cht +ch(a)sht = sh(a+t) = 0
sh(a)sht + ch(a)ch(t) = ch(a+t) = 1

t = —a convient.
Deuxiéme cas : yy # 0.
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Pour ¢ € R, on a p(¢')(xs,yf,2¢) = (xfcos® — ypsing,xpsind + yycost, zp) =
(g, Yg,2¢) OLg = p(0) o f € SO; 1- Il existe (justification immédiate ) ' € R tel que
yg = 0; d’apres ce qui précede ils existent t et §” tels que r,0p(6”)0g(0,0,1) = (0,0,1),
mais 1, 0 p(6”")og =r 0op(0” +6') o f, dans ce cas t et § = 0" + 0’ répondent a la
question.

Remarques : pour tous t,6 € R, R, = R_; et P()~' = P(—0), et les matrices
Rt,P(H),RtP(H),P(G)Rt S 50;1

Soit M = j(f) € SOZ1 , ils existent ¢ et 6 tels que ¢ o p(0) o f(0,0,1) = (0,0,1),

a b 0
posons g = rrop(f)o fetN = j(g) € SOZl. N est de la forme | ¢ d 0],
e f 1

de l'égalité tNIQJN = Iy, et le fait que det N = 1 on trouve e = f = 0 et que
Z) € S0O,, on en déduit I'existence de §' € R tel que N = P(#'),
considérons l'application ~ : [0,1] — SOj, définie pour tout s € [0,1] par y(s) =
P(—sO)R_4P(s8) € SO{I, ~ est un chemin continue et relie M avec I3, v(0) = I et
v(1) = M, notons que R_; est I'inverse de R; et P(—6) celui de P(0).

D’ou1 la connexité par arcs de S O;f 1-

Remarque: M’ € SO; 1, on a montrer l'existence d"un chemin qui relie M et I3 et de
méme on un chemin qui relie M’ et I3, par la suite un chemin qui relie M et M’.

Posons :

Ey = S05,,

Ey={M = j(f) € SO3, / zy <0},

FEs = {M :](f) S 0271 /detM =-1 etzy > 0} et

E,= {M :](f) € 0271 / det M = —1et zf < O}

Pour M = j(f) € Oz1,onadet M = £1 et zj% = :rff +yj2c +1,doncdet M = £1 etz # 0,
ceci montrer que Oz ; est la réunion des quatre sous ensembles E;; i = 1,...,4 deux a
deux disjointes.

. a
la matrice <
C

1 0 0
Notons D la matrice D = [0 —1 0| ona D € Ej, les applications suivantes sont des
0 0 1

homéomorphismes :

° El — Eg, M — MDIQJ,

o Fy —>E3,Mn—>MDet

ok > FEy,M+— MI271.

Il vient alors que ces quatre sous ensembles sont connexes par arcs.

Remarque : on multiplie par D pour changer le signe du déterminant, et par /5 ; pour
changer celui de zy.

Pour le reste il suffit de montrer que E; est fermé, soit (M,, = j( fn))n une suite d’éléments
de E; convergente de limite M = j(f) € Oz, par continuité de 1’application det on a

det M = lim det M, = 1; d’autre part, pour toutn € N; 2z, > 0 alors zy > 0, mais
n—+oo

zj% = xfc + y]% + 1 # 0, on en déduit alors que zy > Oet M € 50;1.
Soit ¢ de O3 ; dans le groupe multiplicatif G = {I3, D, I 1, DI} définie par:
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p(M) =

I3

I,

D

1

DI

T
T
T
T

€
€ Fy
€ E3
€ Ey

¢ est morphisme de groupes surjectif et ker ¢ = SO; 1, on obtient le résultat en remar-
quant que les deux groupes G et Z/2Z x 7 /27 sont isomorphes.

Remarques :
e Latablede G:
X P1 = 13 P2 = 12’1 P3 =D P4 = DIQJ
P =13 P Py Py Py
P, =15, Py P Py Py
P3=D P3 Py P Py
Py= DI, Py Ps Py P
e Une table utile pour ¢ :
MxN | Ey | By | B | Ey
Ey Ey | By | B3 | Ey
Es Es | By | By | E3
FEsg Es | By | E1 | Ey
Ey Ey | B3 | By | By

e Notons F; ; I’élément de la derniere table, situé sur ligne 7 et la colonne j (on ne compte
pas la premiere ligne et la premiere colonne),de méme notons P; ; celui de la premiere

table.

M e E;et N € Ejalors MN € E; ;,donc o(MN) = P, j; = P,P; = p(M)p(N).

Troisiéme Partie :

Somme orthogonale

(a:4.4") € QV) x Q(V') x Q(V")
Notons que pour tous (z,z’), (y,y’) € V x V/,on a q/J\_/q’((x,x’), (y,9y")) = q(z,y) +

q @, y).

Si (z,y) est un élément non nul de V x V' (z # O ouy # 0),si x # 0, il existe
w € V tel que g(x,w) # 0 dans ce cas ¢ L ¢((7,y), (w,0)) = ¢(x,w) # 0. Dans le
cas contraire y # 0, et il existe w’ € V" tel que ¢/(y, w’) # 0, et dans ce cas le vecteur

(0, w") convient.

L'application (V x V') x V" — V x (V' x V") définie par ((z,y), 2) — (z, (v, 2)) est
une isométries entre les deux formes quadratiques (¢ L ¢') L ¢" etq L (¢’ L ¢").
Soit f un isométrie entre ¢’ et ¢” I'application h définie par h(z,y) = (z, f(y)) pour
tout (z,y) € V x V' est une isométrie entre ¢ L ¢’ etq L ¢".
Soit f : V! x V" — V définie pour tout (z’,2") € V' x V" par f(/,2") = 2/ + 2”;
puisque V' et V" sont supplémentaires dans V, alors f est un isomorphisme : et pour

tout (2/,2") € V! x V" ona
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go f(z',2") = ¢

Il
2

L
S A~ —~

d’ot le résultat.
q(v) = q(w) # 0.
soity e V;

— ol Q’(x,y%( )+4<d(x,y)>2 (2) = g(y),et
q(sz(y)) = qly) —4 o) @Y o) ) 1@ =al),
q(=52(y)) = q(s2(y)) = v. i
Si s;(y) = 0, alors y = Az avec A\ = 2q((;(5;;g)4), donc 0 = q(s:(v)) = q(y) = \2q(x), ce

qui montre que y = 0, s, et —s, sont des isomorphismes.
On en déduit alors que s, et —s,; € O(q).

q(w —v) # 0, alors s,,—, est une isométrie .
(v~ w,v)

q
Sw—v(V) =v—2 v—w), et
(v) )
Q(v - U)) - Q(U —w, ’U) + Q(Uv U)) - Q(wa U})
= ¢(v—w,v)+ qv,w) —q(v,v)
= G(w—v,v)+qv,w—o)
- 2q~(1) - w, U)
donc syy—y(v) =v — (v —w) = w.
g(w —v) = 0.
Ona
gv+w) = qv+w)+g(w—0)
= q(v) +2q(v,w) + q(w) + ¢(w) — 24(v, w) + g(w)
= 4q(v) #0
donc g = —sy44 est une isométrie et g(v) = s,,_ () (—v) = w.
Conclusion : si g(w — v) # 0; g = Sw—y convient.
Sig(w —wv) =0; g = —Sy+w convient, d’ot le résultat.

Par récurrence sur la dimension de V3.

Démontrons le résultat dans le cas dim V3 = 1 :

Soit ¢ la forme quadratique définie sur Vi & V3 par ¢ (z + y) = ¢1(x) + ¢3(y) pour tout
(z,y) € Vi x V3; la forme quadratique ¢, vérifie : pour tout (z,y) € Vi x Vi, ¢} (z,y) = 0
,q1/Vi = q1 et ¢1/V3 = g3, d’apres la question 17. ¢; = ¢; L g3, on définie de méme la
forme quadratique ¢4 sur Va @ Vi par ¢5(z +y) = ¢2(z) + g3(y) pour tout (z,y) € Vo x V3;
etonaaussi ¢ = ¢2 L g3, les deux formes quadratiques ¢} et ¢} sont isométriques.

Soit e € V3 un générateur de Va, et f : Vi @ V3 — Vo @ V3 une isométrie, on a ¢5(f(e)) =
¢i(e) = gz(e) = g5(e) et comme g3 est non dégénérée et dim V3 = 1 alors g3(e) # 0. il vient
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alors que ¢5(f(e)) = ¢5(e) # 0, d’apres la question 18. elle existe une isométrie g € O(g5)
telle que g(f(e)) = e; on en déduit que f = g o f est une isométrie entre ¢; et ¢} avec
f'(e) =e. . . .

Soit ¢ € Vi, on a gh(f/(x).€) = @(f'(x), f'(¢)) = di(w,e) = 0, donc f'(x) € {e} e,
d’autre part V5 C {e}% et comme V3 et {e}% sont des hyperplans de V» & V3 alors
Vo = {e}Lqé, et donc f/(z) € Vo. Comme V] et V5 ont méme dimension et f’ envoie V; sur
Vs, alors 'application fo =V, : Vi — V définie par fo(x) = f'(z) pour tout x € V5 est un
isomorphisme, de plus; pour tout z € Vi ; g2(fa(x)) = ¢5(f'(z)) = ¢i(x) = qi(z). f2 est
une isométrie entre q; et ¢s.

Supposons la propriété est vérifié en dimension n — 1 > 1, et on suppose que dim V3 = n,
ils existent ay, ..., a, € K\{0} tels que ¢3 = (a1,...,an). Ona (a1,...,an) = gn—1 L (an)
ol ¢, est la forme quadratique (ay, ..., a,—1)(forme quadratique sur K1y .

L ga=qg Ll (g1 L (an) = (@@ L guo1) L (@), de méme o L g3 = (2 L
dn—1) L (an), on obtient (q1 L gn—1) L {(an) = (g2 L gn—1) L (an), en appliquant ce qui
précede a la forme quadratique non dégénérée (a,,) (forme quadratique sur K) ; on obtient

~

@1 L g1 = ¢ L gn—1 et maintenant ’hypothése de récurrence permet de conclure :
Q= Q.

Existence :
Par récurrence sur dim V' :
SidimV = 1etq € Q(V) alors g est anisotrope, et dans ce cas ¢ = ¢ L 0.h.
Supposons le résultat est vérifié pour tout espace vectoriel de dimension < n, et soit V
un espace vectoriel de dimension n + 1 et ¢ € Q(V'). Si ¢ est anisotrope alors ¢ = ¢ L 0.h
sinon soit e € V non nul tel que g(e) =0, etv € V tel g(e,v) # 0, la famille (e, v) est libre,
notons V; = Vect(e, v) le sous espace vectoriel engendré par u et v, g1 = q/V1, 1 est une
forme quadratique non dégénérée isotrope, en effet; q1(e) = O et siz = ae + fv € V; non
nul , alors ¢i(z,e) = Bq(v,e) # 0sia = 0 (a # 0); et G1(x,v) = ag(e,v) #0si 8 =0
(v # 0). Puisque dim V; = 2 alors ¢; = h.
Soit Vo = Vit = {z € V / G(z,e) = G(z,v) = 0}, etona V = V; @ Va; en effet : V3 est
l'intersection des deux hyperplan {e}* et {v}* aucun d’entre eux ne contenant l’autre,
donc dimV, = n — 2,six € Vi N V3, alors d'une part z = ae + fv ou o, B € K; d’autre
part 0 = ¢(z,e) = q(v,e) donne f = 0 et 0 = g(x,v) = ag(e,v) donne aussi o = 0, ce qui
affirme le résultat.
Notons g2 = ¢q/V2; c’est une forme quadratique non dégénérée : si z € V5 non nul , il
existe w = w; + wy € V avec w; € V; tel que ¢(x, w) # 0; par raison d’orthogonalité on a
Go(z,w2) = §(z,wa) = G(z,w) # 0.
Pour (z1,22) € Vi x Vo ona ¢(x1,22) = 0, d’apres la question 17.conaq = ¢ L ¢ =
¢2 L h,comme dim Vs =n —2 < netg € Q(V2), par hypothese de récurrence; il existe
un entier m et une forme quadratique anisotrope g, tels que g2 = g4, L m.h, c’est bien
alors que ¢ = ¢qpn, L (m +1).h.
Unicité : Supposons que l'on a deux décomposition de ¢; ¢ = qan, L m.h = ¢, L m’.h,
avec les méme notations. Supposons en plus que m > m’; d’apres le résultat de sim-
plification de la question 19. (appliqué m’-fois), on obtient ¢4, L (m — m’)h = ¢/, par
raison d’isotropie de h et ¢, anisotrope alors m — m’ = 0 (sinon, il existe un élément
non nul e dans K tel que h(e) = 0, et donc z = (e,...,e) € (K*)™ ™ qu’est non nul ,
vérifie (m — m’).h(z) = 0 et sont image 2’ par 'isométrie "réalisant 1'isométrie entre ses
de formes quadratique" vérifie 2/ # 0 et ¢/, (2') = 0 ce qui est impossible.), c’est bien
maintenant que m = m/’ et gqn, = ¢,
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