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CONCOUR
° SESSION 1993

EPREUVE COMMUNE AU CONCOURS
COMMUNS PH-M, PH-P, CH-P, CH-P'

MATHEMATIQUES APPLIQUEES
POLYTECHNIQUES Durée 3b

L’utilisation des calculatrices est autorisée dans le cadre des dispositions de la circulaire 86228
du 28-07-1986.

Notations : Pour tout entier n supérieur ou égal a 1, on note :

L(IR™) Palgébre des endomorphismes de I'espace vectoriel R",

Id, Vapplication identité sur R",

0, ’application nulle sur IR,

M, (R) P’algébre des matrices carrées d’ordre n a coefficients réels,

I, la matrice identité de M,(R),

et O, la matrice nulle de M, (R).

Une matrice A, élément de M,(IR) étant donnée, on désignera par C; sa colonne d’indice j, par L; sa ligne
d’indice i et par A[i, j] ou a; j ’élément de A situé dans L; et dans C; (1 <i<n,1<j<n).

Définition 1 : On appelle matrice compagnon d’ordre n une matrice carrée de la forme suivante :

0 ... ... 0 —Co
. . —ey
C=1}op —-e7 | ¢ €R.
0
0 0 1 —cny

En particulier, si n = 1, C = (—e¢g).
On dira que le polynéme P appartenant 3 R[.X] défini par P(X) = X" + ¢, 1 X" 14 .. 4+, X +cp est le
polyndéme associé a la matrice C.

Définition 2 : On rappelle que deux matrices A et B de M,(IR) sont dites semblables (dans M,(RR)) si
et seulement si il existe une matrice P dans M, (IR) inversible telle que P~*AP = B.

Objectif : Dans ce probléme, on se propose de montrer que toute matrice A, élément de M,(R), est
semblable & une matrice F diagonale par blocs, F = diag(Cy,...,Ci), ot les blocs diagonaux C; sont
des matrices compagnons. De plus on définit un certain nombre de procédures permettant de construire
effectivement cette matrice F', appelée forme faible de Frobenius de la matrice A.

Avertissement : Pour les questions spécifiquement algorithmiques (I-2, I-4, I-5, I-6, I-7, I1I-16), on sup-
posera que les déclarations suivantes ont été effectuées :
CONST
n =50 ; (+ par exemple *)
TYPE
MATRICE = ARRAY[1..n,1..n] OF REAL;

Par contre, les candidats devront déclarer les variables locales qu’ils seront amenés a utiliser
dans le corps des procédures et fonctions qu’on leur demande d’écrire.
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I-Transformations élémentaires et matrices compagnons

Définition 3 : Pour 1 < i< netl<j<n, E;; désigne la matrice de M,(IR) dont tous les termes sont
nuls, sauf E; ;[%, j] qui est égal a 1. Le réel a étant donné, on définit les matrices suivantes :

D.-(a) = I,. -+ (a - l)E,',,' H
Tjla)=I.+akij, i#j;
Pij=In—Eii—Ejj+E;;j+Ej;.

On suppose maintenant n fixé, supérieur ou égal a 2. Soit A un élément de M,(R).

1) Comment A est-elle transformée si on la multiplie & droite par la matrice D;(a), par la matrice
T; j(a), (i # j), par la matrice P; ; 7 Méme question pour la multiplication a gauche.

2) Ecrire une procédure Ddroite qui transforme la matrice A en AD;(a), sans effectuer la multiplication
des deux matrices A et D;(a). Plus précisément, on demande d’écrire le corps de la procédure suivante :

PROCEDURE Ddroite (VAR A : MATRICE ; i : INTEGER ; a : REAL) ;
(+ Transforme la matrice A en AD;(a) *)

VAR ...

BEGIN

END

3) Montrer que les matrices T; j(a),i # j, et P;; sont inversibles dans M,(IR) et calculer leur inverse.
A quelle condition la matrice D;(a) est-elle inversible 7 Dans ce cas, quelle est son inverse ?

4) Ecrire une fonction ChercheNonNul qui recherche dans la colonne j de la matrice A un terme non
nul dont l'indice de ligne est supérieur ou égal & j -+ 1. Siles a; ; avec i > j sont tous nuls, ChercheNonNul
retourne n + 1, sinon ChercheNonNul retourne un indice i tel que i > j et a;; # 0.

Plus précisément, on demande d’écrire le corps de la fonction suivante :

FUNCTION ChercheNonNul (A : MATRICE ; j : 1..n) : INTEGER ;

VAR ...
BEGIN

END
5) On suppose connues les procédures suivantes (on ne demande pas d’en écrire le corps) :

PROCEDURE Dgauche (VAR A : MATRICE ; i : INTEGER ; a : REAL);
(* Transforme la matrice A en D;(a)A *)

PROCEDURE Tdroite (VAR A : MATRICE ; i,j : INTEGER ; a : REAL) ;
(* Transforme la matrice 4 en AT; ;(a) )

PROCEDURE Tgauche (VAR A : MATRICE ; i,j : INTEGER ; a : REAL) ;
(+ Transforme la matrice A en T; j(a)A *)

PROCEDURE Pdroite (VAR A : MATRICE ; i,j : INTEGER) ;
(* Transforme la matrice A en AP, ; *)

PROCEDURE Pgauche (VAR A : MATRICE ; i,j : INTEGER) ;
(* Transforme la matrice A en P, ;A *)
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Ecrire le corps de la procédure suivante :

PROCEDURE Dtransformation (VAR A : MATRICE ; i : INTEGER ; a : REAL) ;
(* Transforme la matrice A en D;(1/a)AD;(a), a étant supposé non nul «)

VAR ...

BEGIN

END
6) On suppose connues les procédures suivantes :

PROCEDURE Ttransformation (VAR A : MATRICE ; i,j : INTEGER ; a : REAL) ;
(* Transforme la matrice A en T} ;(~a)AT; ;(a) *)

PROCEDURE Ptransformation (VAR A : MATRICE ; i,;j : INTEGER) ;
(* Transforme la matrice A en P; ;AP ; +)

On définit alors la procédure suivante :

PROCEDURE Compagnon (VAR A : MATRICE ; VAR d : INTEGER) ;
VAR j,k : INTEGER ;
BEGIN
Jj=1;
k := ChercheNonNul (4, j) ;
WHILE k< n DO
BEGIN
IF k # j + 1 THEN Ptransformation (4,k,j+ 1) ;
Dtransformation (4,7 + 1, Aj + 1,7]) ;
FORi:=1TO n DO
IF i # j + 1 THEN Ttransformation (4,1,j + 1, A[i, j]) ;
ji=j+1;

k := ChercheNonNul (4, j) ;
END
d:=j;
END
2 1 -1
8-a) On suppcse ici que n = 3 et que la matrice Aestégalea { 0 2 0 | ; appliquer la procédure
-1 1 2

Compagnon i cette matrice (on donnera les transformations successives de la matrice A).

6-b) On se place & nouveau dans le cas général. Expliciter les différentes transformations subies par la
matrice A pendant le déroulement de la procédure Compagnon. En déduire que la matrice 4 est
semblable a une matrice B’ de la forme :

( : )

C, : B

(type 1) B O I
0 ... 0 :

S - B
\o . 0 )

ol C] est une matrice compagnon. Dans la suite du probléme, on notera d I'ordre de la matrice c.
En particulier, sid = n, B’ = (.

6-c) Dans I'exemple numérique de la question 6-a, donner les valeurs de C}, B}, B} et d.
7) On suppose connue la procédure suivante :

PROCEDURE Identité (VAR M : MATRICE) ;
(* Affecte a la variable M la matrice I, *)

Comment peut-on modifier la procédure Compagnon pour qu’elle calcule, outre la matrice B’ et I'entier d,
une matrice de passage P telle que P"!AP = B’ ? Quelle est la premiére colonne de P ?
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II-Polynémes minimaux

Objectif : Le but de cette partie est d’établir les résultats qui permettront de transformer la matrice B’
précédente, de type 1, en une matrice B, ou B sera nulle (ce qui fera I’objet de la partie III). Les questions
12, 13, 14 et 15 ne sont pas utiles dans la suite du probléme, mais proposent une démonstration intéressante
du théoréme de Hamilton-Cayley.

Définition 4 : On rappelle qu’un polynéme est dit unitaire si et seulement si le coefficient de son terme de
plus haut degré est 1.

Soit u ’endomorphisme de 1’espace vectoriel R™ qui a pour matrice dans la base canonique (e;,...,¢e,) la
matrice A.

Définition 5 : On définit par récurrence ’endomorphisme u* en posant :
w=1Id,, VkeN' uv*=uou*"l
A tout polyndome P de R[X] défini par P(X) =ao+a1X + -+ amX™, on associe
P(u) = agldn +a1u+ - -+ amu™ € L(R"),

et

I(uw) = {P € R[X]/P(v) = o,.}.
Si z est un vecteur de R™, on définit
Pz = apz + a1u{z) + - - - + au™(z) € R",

et on note :

Z(z,u) = {Pz,P € lR.[X]},

Ann(z,u) = {P € R[X]/Pz= om.}.

8) Montrer que Z(u) est un idéal de R[X], non réduit au polynéme nul. En déduire qu’il est engen-
dré par un unique polynéme unitaire, que ’on notera II, et que 'on appellera polynéme minimal de
Yendomorphisme u.

9) Montrer que Ann(z,u) est un idéal de R{X], non réduit au polynéme nul. En déduire qu’il est
engendré par un unique polynéme unitaire, que ’on notera x et que ’on désignera par polynéme minimal
du vecteur z (associé a ’endomorphisme u).

10) Montrer que Z(z,u) est un sous-espace vectoriel de IR®. Montrer que le systéme de vecteurs
z,u(z), u¥(z),...,u*"!(z), ol o désigne le degré du polyndme =, est une base de Z(z, u).

11) Soit (f1, f2, - - -, fn) une base dans laquelle ’endomorphisme u a pour matrice la matrice B’ trouvée
3 la question I-6b. Montrer que le polynome associé & la matrice C} est le polynéme minimal du vecteur f;
(associé & I’endomorphisme u). En utilisant la question I-7, en déduire que c’est le polynéme minimal de e;.

12) Soit C une matrice compagnon d’ordre n. Soit P son polynéme associé et Pc son polyndme carac-
téristique, défini par Pe(X) = det(X I, — C). Montrer, par récurrence sur n, que P = Pc.

13) Déduire des deux questions précédentes que le polyndme minimal d’un vecteur z non nul de R"
divise le polynéme caractéristique P, de la matrice A.

14) Soit (z1,...,z,) une base quelconque de R*. Montrer que I, = ppem(ne,,...,%s.). En déduire
que le polynéme minimal Il, divise le polynéme caractéristique P4 (théoréme de Hamilton-Cayley).

15) En déduire que si A est une matrice compagnon, I, = Py.
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III-Forme faible de Frobenius

16) Ecrire une procédure ZéroaDroite qui transforme la matrice B’ du I-6b en une matrice B” de la

forme :
( N T TR bl,n\
(i) : 0 ... 0
(type 2) B'= P0 0
0 ... 0 _
: Do By
\o ... 0 : /

Plus précisément, on demande d’écrire le corps de la procédure suivante :

PROCEDURE ZéroaDroite(VAR B : MATRICE ;d: 2.5~ 1) ;
(* Transforme la matrice B, supposée de type 1, en une matrice de type 2.

d est I'ordre de la matrice compagnon C}. +)
VAR ...
BEGIN

END

17) Soit (f1,. .., f4,94+1,--.,9n) une base dans laquelle ’endomorphisme u a pour matrice B”. Sup-
posons qu'il existe jo € [d + 1,n] tel que by ;, # 0. Montrer que les vecteurs gj,, u(g;,), . - -, u%(g;,) forment
une famille libre de IR” et en déduire que le degré du polynéme minimal de g;, est supérieur ou égal & d+ 1.

18) En utilisant les questions III-17 et II-11, la procédure Compagnon et la procédure ZéroaDroite,
montrer que la matrice A est semblable & une matrice :

( oo\

G

0o ... 0

: Do B,
\o ... 0 : /
ol Cy est une matrice compagnon d’ordre supérieur ou égal a d (on ne demande pas ici d’écrire précisément
une procédure).

19) Appliquer ce qui précéde a I’exemple proposé dans la question I-6a. Calculer P4 (X). Comment cela
vous permet-il de vérifier vos calculs ?
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Conclusions :

s En répétant les mémes transformations sur la matrice B, on obtient une forme faible de Frobenius
de la matrice A, c’est-a-dire une matrice F élément de M, (IR), semblable a A, telle que

F =diag(C,,...,C:)
ou les C; sont des matrices compagnons.
¢ Soit P le polynéme associé a la matrice compagnon C;. Ecrivons sa factorisation dans C[X }:
P
P(x) = TI(x = a)=.

I=1

Dans cette écriture, il est sous-entendu que oy E N* et que 1 < I # V' < p=> A # Ap.
Alors la matrice C; est semblable (dans M,(C)) & la matrice bloc-diagonale

diagi<i<p(Jay (A1),

ot J,(A) est la matrice d’ordre r suivante :

A1 0 ... 0
0 2 1 :
o 0
: AT |
0 ... ... 0 A

e Tout ceci permet donc d’obtenir une forme de Jordan de la matrice A.



