Banque PT 2025 : Epreuve de Mathématiques C

Préambule

1. Etudier la convergence des intégrales
f+°° dt . f+°° t? it
e —
o th+1 o tt+1

1 . 1
— est continue sur R* et vVt € R*0 < —
t4+1 t4+1

de I'intégrale proposée grace au critere de comparaison des fonctions positives avec une

intégrale de Riemann convergente.
A . t? . 1 1 .
e De méme l'application t +— = est continue sur R* et .7~ 7z Ce qui assure la convergence de

I'intégrale proposée grace au critere d’équivalence des fonctions positives avec une intégrale de
Riemann convergente.

. . 1 .
e L’application t — <7 ce qui assure la convergence

2. Enoncer le théoréme de changement de variable pour les intégrales généralisées.
Voir cours

3. Comparer (sans les calculer)
[y
o th+1 © o tt+1

On effectue le changement de variable proposé - = x qui est bien un changement de variable
g proposé ;

admissible puisque la fonction ¢: t — % est une bijection de classe C* sur R**donc dt = — i—f et:
j+°° dt JO dx J+°° x? J
= —_ = — dx
4 4
o tr+1 ) xz(%_l_l) o X*+1
Partie I

1. Déterminer le domaine de définition D, de la fonction h qui, a tout réel t de D;,, associe :

2t —2

h(t)=t2+1—\/§t

Pour tout t € R on calcule le discriminant A du trindme du second degré t? + 1 — /2t et on obtient :

A=(—V2) —4x1x1=-2<0
Ainsi ce trindbme du second degré ne s’annule pas sur R et la fonction proposée est toujours définie
Ainsi D, = R
2. Soit X un réel positif. Calculer [ OX h(t)dt puis, a l'aide de ce résultat, |, )? h(-t)dt.

Soit X un réel positif, on a vt € R, t? + 1 —+/2t > 0 donc



X
f h(t)dt = [In(t? +1 - \/Et)]j =In(X? +1—-2X)
0
On en déduit

0 -X
f h(—t)dt = f h(t)dt = In(X? + 1+ V2X)
X 0

3. Quevaut:
X
lim f (h(t) + h(—t))dt ?
X—>+ 00 0
Soit X un réel positif, on a
X X X
f (h(t) + h(—t))dt = f h(t)dt +f h(—t)dt =In(X? + 1 —V2X) — In(X? + 1 + V2X)
0 0 0

Ainsi

X 2 _
f (h() + h(—1))dt =In (X 1 ﬁX) ——0
0

X2+ 142X

Donc

lim fx (h(t) + h(—t))dt =0
x=+o Jo

4. Déterminer une primitive sur R de la fonction ¢ qui, a tout réel ¢, associe :

2
p(t) = 2
(- L) +1
V2
On écrit :
dt 1
j(p(t)dtz 2[ 5 =\/§arctan\/§<t——>
V2 (t L ) +1 V2
V2
5. On considere la fonction g qui, a tout réel t de son domaine de définition D, associe :
V2
t) =
g(t) 1 Vot

Montrer que D, = D, puis déterminer une primitive ¢ de g sur D,,.
q g h> P g

De la méme fagon qu’a la question 1. Le déterminant du trinéme du dénominateur est
strictement négatif donc ce trindme ne s’annule jamais sur R. Ainsi D; = D, = R.

De plus, g = V2 ¢ donc
1

f gt)dt =2 arctanv2 (t — ﬁ>



6. Utiliser la primitive de g obtenue lors du calcul de la question précédente pour calculer
simplement, pour tout réel positif X :

fng(—t)dt

On a
-X

J;)Xg(—t)dt =— J;)_Xg(u)du =— [2 arctan\/i(t — %)]
0

Donc

.I(-)X g(—=t)dt =2 arctan\/E<X " %) _%

7. Déterminer :

Jim_ fo (GO + g(~D)dt

On a
jox (9@ + g(=t))dt = [2 arctanﬁ(t - \/_17>]j +2 arctanx/f(x + %) _ %
Donc
fox (g(t) + g(—t))dt = 2 arctanV2 (X — %) + 2 arctanV2 (X + %)
Ainsi

Xl—igloojo (g(t) + g(—t))dt =21

8. Calculer, pour toutréel t > 0 :

h(t) + h(—t) + g(t) + g(—t)
Pour toutréelt >0ona:

2t — 2 2t +2 . V2 . V2
t24+1 -2t t2+14++V2t t2+1—-V2t t2+1++2t

h(t) + h(=t) + g(t) + g(=1t) =

donc
2t 2t

t24+1—+2t t2+1++2t

h(t) + h(=t) + g(t) + g(=1t) =

d’ou



t2+1+\/7t—(t2+1—\/§t)>_4\/§ t2

MO +h(=) + (0 +9(=t) = 2t<(t2 +1-VZO(E2 + 1 +Zb) t*+1

a) Quevaut:

dt?
fo t*+1

D’apres la question précédente

X 2 X ¥ .
4\/§f0 o 1dt =j0 h(t)+h(—t)+g(t)+g(—t)dt:fo h(t)+h(—t)dt+f0 g(t) + g(=t)dt
Or
lim fx (h(t) + h(—=t))dt =0
X—+00 0
Et
Jin [ (90 + g-0)de = 2
donc

o tt+1 2\2

b) Déduire des questions précédentes et du Préambule la valeur de

J-'l'oo dt
o tt+1

o tr+1 o tt+1 2V2

D’apres le Préambule on a

10. Calculer f ‘F t =7 4t.On donnera la réponse en fonction de Arctan2 et In (5).

4\5]05 T dt= Lﬁh(t) +h(=t) +g() + g(=t)dt = foﬁ h(t) + h(=t)dt + fo‘/_ig(t) + g(=t)dt
Donc
% 1/2+1-1 1 L
4\/5[0 e n(1/2+—1+1)+2arCtan\/_<T_T)+ZarCtan\/_<T+T>

=0



dt = —In5+ 2arctan 2

1
4\/§fﬁ
0

t*+1
donc
1
7z t? 2arctan2 —In5
[
o t*+1 42
Partie I1

1) Dans cette question, C et S désignent deux fonctions a valeurs réelles, paires, définies sur un
intervalle de la forme ] — R, R[, ou R est soit un réel strictement positif, soit +c. On considere
les équations différentielles suivantes :

Vx €] —R,R[: C'(x) = —2xS(x) (&)
et
Vx €] — R, R[: §'(x) = 2xC(x) (2)
avec les conditions initiales
C(0)=1 et S(0) =0

Le but de cette question est de déterminer les expressions des fonctions C et S, en recherchant leur
développement en série entiére sur | — R, R|.

a) Pour tout réel x de | — R, R[, on pose :

+00 +
Clx) = z a,x™ et S(x) = Z b,x™
n=0 n=0

Montrer que, pour tout, entier naturel non nul n :
(n+ Danys = —2bp_y et (n+ Dbyyy = 2ap4

OnaC0)=0=ay=1etS(0)=0=by,=0

On a aussi

+00 +
C'(x) = Z(n + 1) a1 x"=a, + Z(n + 1) ap 1 x™
n=0 n=1

Et

+00 +oo
—2xS(x) = —ZZ byx"tl = =2 z by_ x™
n=0 n=1

Ors'(0)=Cc'(0)=0=a,=0eth, =0



Doncvn >1,(n+ 1)a,.q = —2b,,_4

De méme

+ 00 + 0o + 00 +oo
S'(x) = 2xC(x) & Z(n + 1) by x™ =2 Z a,x"*!l & b, + Z(n +1) by x™ =2 z A1 X"
n=0 n=0 n=1 n=1

Or b, = 0 donc:

vn=>1,(n+1)b,41 = 2a,_1

b) En déduire, pour tout entier naturel n > 4 :
4

a, = _n(n _ 2) an—4

D’apres la question précédente on a :

V> 3 _ 2 b _ 2 2 _ 4
M= nn = O T T e T (n+1)(n—1)a"_3

D’ou le résultat annoncé

c) Onrappelle que les fonctions C et S sont supposées paires. Que peut-on en déduire
pour les coefficients de leurs développements en série entiere respectifs ?

On en déduit que tous les coefficients d’indices impairs sont nuls. Soit Vn = 0,a5,41 = byps1 =0

d)
(i). Montrer que tout entier naturel n peut s'écrire sous 'une des formes
suivantes:n=4p ou n=4p+1 ou n=4p+2 ou n=4p + 3 oup est
dans N.

Dans une division euclidienne d’un entier n par 4 il y a quatre restes possibles : 0, 1, 2 ou 3. On en déduit
les quatre formes de décomposition de I’entier n proposées par I’énoncé.

(ii). Montrer que, pour tout entier naturel n qui n'est pas multiple de 4 :
a, =0
e On sait déja que, pour tout n impair on a a,, = 0
e Donc reste a montrer que tous les termes d’indices pairs mais non multiples de 4 sont nuls.
Autrement dit : Vn, a,,,,, = 0. On procede par récurrence sur n :
o Sin =0:onsait que b; = 0 donc 2a, == —2b, = 0 et la propriété est avérée au rang
n=20
o Soitn € N, on suppose a,, 4+, = 0 alors
4

D’ou le résultat

e) Montrer que, pour tout entier naturel p :



(=D
“r = 2p) !

On montre aisément le résultat proposé par récurrence sur tout entier naturel p

f) Déterminer le rayon de convergence R de la série entiere ). a,x™ de donner, pour
tout réel x de ] — R, R[, une expression simplifiée de C(x), puis de S(x).

On applique le critere de d’Alembert et on calcule :

= 2P e ! ML
2@+ D)!

_ Qap+1) _ 0
2+ 1)(2p+1) p-+oo
Donc le rayon de convergence de cette série entiere est infini

a4p

Etona

+00 (_1)p
— (2p)!
p=0

Vx ER,C(x) = x*P = cos x*

EtVx € R,S'(x) = 2xC(x) = cosx® d’ou S(x) = sinx* + K ou K € R. Or, S(0) = 0 donc K = 0 et, par
suite, Vx € R, S(x) = sinx?

2) On considére la série entiére Y7, (—1)"x*".
a) Préciser le rayon de convergence R’ de cette série entiére, puis, pour tout, réel x de
] = R, R'[ exprimer la somme D (x) de la séric 3.}, (—1)"x*" en fonction de x.

La série numérique
Z (_ 1)n x4n
nz0

est une série géométrique convergente si et seulement si |—x*| < 1, autrement dit, si et seulement si
|x| < 1. Ainsi le rayon de convergence R’ = 1

Vx € |-1; +1[,Z(—1)"x4" =

n=0

1+ x4

X . s . 7.
— peut s'exprimer comme la somme d'une série numérique, que

1
b) Montrer que [ (;E
I'on explicitera.

De la question précédente on déduit que



En effet, 0 < = \/_ < 1 et la série entiere est de classe C* sur son disque ouvert de convergence et on peut

permuter les deux signes « somme ».

¢) Quevaut:

+00

iy _ D,
V24 4n(dn+ 1)

D’apres la question précédente on obtient donc :

) L RS i in+1
jﬁ (—1)"x*dx = l—(_l)nx4n+1lﬁ _ D (\/E) I GOl
0 in+1 0 in+1 4n(4n + 1)\/5

Partie I11

Pour tout réel X > 0, on pose :
b b'e
I(X) = f cos (t3)dt,J(X) = f sin (t?)dt
1 1

1) Montrer la convergence de l'intégrale [ 0+°° e~ t’dt.

. _42 . _t+2 _ .
La fonction t +— e~t" est continue sur Rt et vVt > 1, —t? < —t => 0 < e™!” < e 'ce qui assure la
convergence de l'intégrale proposée grace au critére de comparaison des intégrales généralisées des
fonctions positives.

. 7 . , —t2
On peut aussi dire que, par croissances comparées, t’e~*

1
e =0(3)

ce qui assure la convergence de I'intégrale proposé grace au critére de domination par rapport a une
intégrale de Riemann convergente.

—— 0 donc
t—>+o

On donne, pour la suite du probleme :



f+°° L
0 2

2) Etudier la convergence des intégrales

f sin (t4) it et f cos (t*) it
1 1

t2 t2

On a

sin (t?)
t2

1
¢

ce qui assure ’absolue convergence (et donc la convergence) de I'intégrale

+® gin(t?
f ( )d
1

t2

grace au critere de comparaison des fonctions positives par rapport a une intégrale de Riemann
convergente.

Un raisonnement en tout point analogue assure la convergnce de

+o00 tZ
j cos ( )dt
1

t2

3) Al'aide d'une intégration par parties, montrer que les limites
Jim 100 et fim JGO)

existent et sont finies.

Soit X > 0,ona

X X1 sin(t2)]” X sin(t?)

I(X) = Ddt = | —2 2)dt = f

X) jlcos(t )dt LZt t cos(t*)dt [ ot ] + T dt
Donc

1X) = sin(X?) B sin(1) lfx sin(ztz)
2X 2 2), Tt
Or
- sin(X?)
wm — =0

Et



X—+o0o

lim

X sin(t?
f (2 )dt
t
1

Existe puisque l'intégrale est convergente. Par suite XliIP [(X) existe bien et est finie.

Un raisonnement tout a fait similaire permet d’affirmer I’existence et la finitude de xliT J(X)

4) Montrer la convergence de l'intégrale

On vient de montrer la convergence de [ cos (t2) etde [ sin (t2). Or,

Ce qui assure la convergence de

On sait que

+
1

VX>0,f

1

+o0
f elt’dt
1

X

+
1

e’ dt = 1(X) + i/ (X)

+oo
J- elt’dt
1

5) Donner le développement en série entiere de la fonction

t - eit2

+00

Vt € R, eit’ = z

n=0

inth

n!

6. (a) Déterminer le domaine de définition Dy de la fonction f :

La fonction (x;t) —

tout x réel.

De plus

Vt € [R_I_,

e —(tz +i)x2

t

e—(t2+i)x2

x o £ = |

0 t2+1i

—tzxze—ix

2

+m)e

1

t2+1

‘e

t2+1

e
[t2 + i

_t2x2

—(t2+i)x?

dt

1
=—e
vtt +1

_t2x2

1 1
- <
R

—est continue sur R X R,, ce qui assure |’existence de I'intégrale en 0 pour

10



Ce qui assure ’absolue convergence (et donc la convergence) de I'intégrale proposée en +oo pour tout
x réel par comparaison a une intégrale de Riemann convergente en +oo.

Ainsi Dy = R,
(b) Montrer que, pour tout réel strictement positif x :

+0o0 \/E
f et X gt =
0

2x
Pour tout réel strictement positif x on effectue le changement de variable u = xt donc du = xdt

Donc

e L . R
f et dt = —f e Wdu =—
0 xJ, 2x

(c) Déduire de la question précédente la valeur de :

lim f(x)

X—+00

Pour tout réel strictement positif x on a:

+oo o —(t2+i)x? +00
0 te+1 0

e—(t2+i)x2

+o0 e—tzxz +o0 \/E
IFG0)l = tgf msf et g = VI
0 0

[t2 + i 2x

—\d
t2+1i
Donc

lim f(x) =0
X—>+00

(d) Etudier la dérivabilité sur R de la fonction f introduite a la question 6. (a) (pour cela, on se placera
sur un intervalle de la forme [¢, a], ot ¢ et a sont deux réels strictement positifs tels que € < a ).

Conformément aux indications de I’énoncé on se place sur un intervalle de la forme [¢, a], ou € et a sont
deux réels strictement positifs tels que e < a

—(t%+i)x?

e Pour tout réel strictement positif x, la fonction t — eT est de classe C! sur R,

t2

, . . e—(t2+i)x2

e Pour tout réel positif ¢, la fonction x +— — - est de classe C* sur [, a]
9 e—(t2+i)x2 ) . e—(t2+i)x2 —(t2+i)x2

° V(X,t) € [S,a]XR+,a(T) ——ZX(t +1)T——2xe

~(2+1)x?

Donc i(ez—m) < 2ae~t*" < 2ae7t*¢
ox te+i

Or la fonction ¢ — 2ae~t°¢" est intégrable sur R,
e Ainsi, d’apres le théoreme sur la dérivation des intégrales a parametres la fonction

11



too 5= (t?+i)x?
X ——Fdt
4 fo t2+1i

Est dérivable sur [¢, a]
La fonction f étant dérivable sur tout segment [¢, a] de R}, elle est dérivable sur R}, et

400 —(t2+i)x?
o= i<e—) dt
0

ox\ tZ+i
(e) Montrer que, pour tout réel strictement positif x :
f'() = —Vme ™™

La fonction f est dérivable sur R} donc, d’apres le théoreme de dérivation des intégrales
+
généralisées a parametre, on obtient :

too 5 /e—(t?+i)x? +00 Y L, (™ .,
Vx> 0,f'(x) = j —<2—> dt = f — 2xe~(E+)X% g = _Dye-ix f e U* dt
o Ox\ tc+i 0 0
Donc
VT

f'(x) == —2xe™* i —/me~

(f) En déduire, a l'aide des résultats de la Partie I, 1a valeur de

+ o0
—ix2
f e ™ dx
0

puis de

+ o0

f+°° C(x)dx et f S(x)dx
0

0

ou S et C sont les fonctions introduites au début de la Partie II.
Ona f'(x) = —/me " donc e=*" = —\/%f’(x) Donc

jm ~ix*q ——ijm ()dx = ——[F (T3
i e X = 7=, f'(x)dx = \/Ef(x)o

Or lim f(x) =0et

X—>+00
f(o):eroo dt .:J‘+oot2_l:dt:f+oot2_l:dt:f+oo £2 _dt_ieroo dt.
o tE+i Jy tr+i o th+i o tr+i o th+i
Donc
fO) =—=(1-D=-—es
2V2 2V2

12



En conclusion

f+ooe‘i"2dx O _1m, -
: = 2z

Et

J;)+°° C(x)dx =Re (J:OO e_ix2> = g

jﬂo S(x)dx =Im (jJrooe‘ixZ) = —
0 0

Et

=[5

Dans ce probleme, on calcule, a l'aide d'intégrales généralisées, la valeur de l'intégrale (complexe)
+0oo —ix2 . . , , .
[7 e *"dx, connue comme l'expression complexe des intégrales (réelles) de Fresnel, qui

0

interviennent dans les phénomeénes de diffraction. La somme pour toules les valeurs de x peut
s'interpréter intuitivement (et de facon tres simplifiée) comme le fait qu'a chaque fois qu'une onde
lumincuse se propage, une infinité de rayons sont a prendre en comple et on somme les effels de cette
imfinité de rayons, en lien avec le principe de superposition de Huygens-Tresnel, en physique.

Finde l'énoncé
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