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I Matrices compagnon et endomorphismes cycliques :
1. Q1 0On a pour tout x € K, les égalités :
xm (x) = det(x.I, — M)
= det ((x.In - M)T)
= det (x.In — MT>
= Xxumr (%)
Donc les matrices M et sa transposé MT ont méme polynomes caracteristique. Mais

{ sp (M) = Zk (xm)
sp (MT) = Zk (xpmr)

Ou Zk (xm) (respectivement Zi (x,,r)) désigne I’ensembles des racines dans K du polynome
XM (respectivement x,,r )

D’ou I'égalité sp (M) = sp (MT) .

Q 2 Comme (MT)T = M, alors il suffit de montrer un seul sens. En effet supposons M
diagonalisable ; donc il existent P € GL, (K) et D € M, (K) une matrice diagonale a coeffi-
cients dans K telles que MT = P.D.P~!. Donc compte tenu des propriétés de la transposition
et de la symétrie d"une matrice diagonale, on a

(MT>T - <P.D.PT_1>T
- <P1>1.DT.PT
- <PT>_ .D.PT

Donc M = (PT) ~' D.PT est semblable dans M,, (K) a la matrice diagonale D; Donc M est
diagonalisable dans M, (K).

X 0 ap
-1 «x 0 a1
. 0 -1 a»
Q3Six € K alors, xc, (x) =det (x.I, — Cg) =| .
: -1 «x ay_o
0 0 -1 x+4+a,—q

Mais en éffectuant 'opération L1 <= L1 + x.Lp + ... + x"1.L, , ce déterminant devient :

x 0 0 ay 0 0 Qx)
-1 x 0 ay -1 x 0 ay
0 -1 ar 0 -1 ap
' 0 IR
-1 x Ay, : -1 x Ay
0 - 0 -1 x+a,1 0 0 -1 x+a, 1
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Et en développant ce dernier déterminant par rapport a la premieére ligne, on obtient

—1 x RN Ce 0 ay
o -1 " : a,
S ) = (=1)"" Q (x).det (I,_1)
-1 «x Ay —2
0 0 -1 x+4+a,_1
D’ou
Xco = Q
Proof.
X1
(a) Q4 Soit X = : € K”". alors
Xn
( Xp = )\x1
X3 = sz
T «~T v .
X € E, (CQ> ssi CQ.X = A.X ssi
Xn = AXp_1
[ —a0X1 — A1X2 — ... — Ap_1Xy = AXy
( Xy = Axl
X3 = )\le
ssi
Xn = An_lx:l
L —apX1 — a1Xp — ... — Ap_1Xp = AXy
( Xy = )\x1
X3 — Ale
ssi
X, = A1y
L —apgX1 — al)\xl — . an_l)\”_lxl =A (A”_1x1>
( Xy — )\xl
X3 — Ale
ssi
Xy = A"y
\ le (A) =
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Or A est valeur propre de Cé. Donc d’apres Q 1, A est valeur propre de Cp, donc A est
racine de son polyndme caracteristique Xco, = Q. Donc Q (A) = 0. Donc le dérnier

Xy = )\xl
X3 = )\le

systeme équivaut a

n
[ 1Q(A) =
. X1 1
*2 = A Axy A
X3 = A"x A2y, 22
Par suite X € E; <C5> ssi . ssi X = : e K.
xp = A"y
[ 1Q(A) =0 An—.lxl An.—l
Donc le sous-espace propre E) (Cé) de Cé associé a la valeur propre A est la droite
1 1
A A
A2 A2
vectoriel K. : engendré par le vecteur :
An;l An.fl

Q5 *Supposons f cyclique, alors il existe xy € E tel que la famille B = (xo, f (x0) , ..., "1 (x0))
est une base de E. Et si on note 3, ..., 3,,_1 les cordonnées dans cette base du vecteur
f™ (xp), alors

0 ««+ o+ - 0 B
1 0 - - 0 p
0 1 - B
Matg(fy=1| . .~ . 7
: 1 0 B,
0 v - 0 1 B4

Donc Matp (f) = Cq est la matrice compagnon du polynéme Q = X" — 3, (X"~ 1 —
... — Bp qui est unitaire et de degré n.
* Réciproquement, supposons qu'il existe une base B = (ey, ..., e,) de E tel que Matg (f) =
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Coott Q = X"+, 1 X" 1+ ... + ¢ est un polyndme unitaire et de degré n. Donc

0 «vv cor oo 00—
1 0 - -+ 0 —y
0o 1 - F Ly,
Matg (f)=1 . . . . . .
1 0 —Yn-2
0 0 1T —v,
Donc
f(e1) = e
fle2) =e3
flen-1) =en

ouencoree; = f (e1),e3 = f2(e1),.....en = f""1 (e1). Donc B = (e, f (€1) ..., f" " (e1))
et c’est une base de E. Donc f est cyclique.

Q 6 Comme f est cyclique, alors d’apres Q 5, il existe une base B = (e, ..., e,) de E tel
que Matp (f) = Cq., avec Q un polyndme unitaire de degré n. En particulier, on a
Xf = Xco = Q-

* Supposons f diagonalisable, alors Cy = Matp (f) est diagonalisable, donc d’apres Q
2, Cg est diagonalisable.

Donc 5 dim <E A (Cg)) = n. mais on a vu dans Q 4, que chaque sous-espace
AEsp(Cg)

propre E, (Cg) est une droite vectoriel. Donc1’égalité précédente devient card <s p (Cé) ) =

n. Mais sp (Cé) =7k (XC5> et Xc1 = Xcg = Q.

Donc card (Zg (Q)) = n ; or deg (Q) = n. Donc x¢ = Q est scindé sur K et a toutes ses
racines simples.

Réciproquement si xr est scindé sur K a racines simples, alors f admet n valeurs pro-
pres distincts, donc f est diagonalisable.

Q7Si f etcyclique, alors il existe xo € E tel que la famille B = (xo, f (xq) , ..., /"~ (x0))
est une base de E. Et soit Sy, ..., B,_1 dans K tels que Bo.Id + 1.f + ... + Bp_1.f* 1 =
0z (E)- Donc en appliquant xo, on obtient By.xo + B1.f (x0) + ... + Bu—_1.f" "' (x0) = Of.
mais B = (xo, f (x0), ..., f" ! (x0)) est une base de E donc libre.

Donc By = ... = B,_1 = 0. Par suite la famille (Id, f, ..., f"~1) est libre et donc tout
polyndme annulateur de f de degré < n — 1 est nul. Donc deg (77) > n. Mais comme

7 divise xy et deg <Xf> = n, alors deg (777) < n. D’otr deg (715) = n.

Q 8 Comme x # Og, alors la famille (x) constitué du vecteur x est libre ; donc la partie
de N, constitué des entiers naturels k € N*, tel que la famille (x, f (x), ..., f*1 (x))
est libre, contient 1, donc non vide. Donc admet un plus petit élément p € N*. En
particulier, (x, f (x),..., fF~1 (x)) estlibre et (x, f (x),..., fP~1 (x), fP (x)) est liée.
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Donc f? (x) € wvect (x, f(x),...,fP~1 (x)) ; par suite il existe (ag, ..., ap-1) € K tel
que fP(x) = —ag.x —aif (x) — ... — ap_1fP~1 (x) ou encore ag.x + a1 f (x) + ... +
ap-1 P71 (x) + 7 (x) = Op.
Q 9 D’apres ce qui précede,

F71 ) = f7 () € wect (3 (1), fP ()

et
Vke{0,...p—2},f (fk (x)> = 1 (x) € vect (x,f (x), ..., fP71 (x))
Donc vect (x, f (x), ..., fF1 (x)) est stable par f.

Q 10 Notons F = vect (x, f (x), ..., fF71 (x)), C = (x,
I'endomorphisme de F induit par f Comme C = (x,
c’est une base de F et

f(( ), fP71(x)) et g = f/F,

X
X), ..., fP71(x)) est libre, alors

0 --- 0 —ap
1 0 0 —

0o 1 - o

: . 1 0 —(Xp_z

o -.- ... 0 1 —ap1

avec Q = X¥ + ocp,lXp + ... + ap. En particulier Xg = Xco = Q. Mais Xg divise Xf
puisque g est un endomorphisme induit par f. Donc Q = X? + a, 1 X1 + ...+ a
divise xr

Q 11 Comme X? + ocp,le’_l + ... + ag divise xy, alors il existe P € K [X] tel que xf =
P. (XP + ocp_lXP*1 + ...+ ap) . Donc xs(f) = P(f). (fF + ocp_lfp*1 + ...+ ap.Id) et
Xr (f) (x) =P (f) ((fP + ap_1fP~ 1 + ... + a.Id) (x)) . Donc

xr (F) (1) = P(F)- (7 (2) + ap 1 P71 (x) + oo + 0 x)

Mais fP (x) + ocp_lfp_l (x) + ... + ap.x = 0. Donc Xf (f) (x) = Of.

On a donc montré que Vx € E\{Og}, x5 (f) (x) = Op. Donc xf(f) = Op) est
I'endomorphisme nul de E.

Q 12 Comme f est supposé nilpotent d’indice r, alors son polyndme minimal est X".

* Supposons f cyclique, alors d’apres Q-7, deg (nf) = n. mais comme 77y = X', alors
r=n.

* Réciproquement, supposons r = n. Donc f est nilpotent d’indice n, donc f" = 0. (f)
et f"1 # 0z et soit xg € E tel que "1 (xg) # O, alors on montre ( cest classique
) que la famille B = (xo, f (x0), ..., f" ! (x0)) est libre. De plus c’est une famille de n
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vecteurs de E, donc c’est une base de E; Par suite f est cyclique et

0 -+ -+v -+~ 00
1 0 -+ --- 00
0o 1 - L0

Matg (f)=1 . . . .
1 00
0 0 10

Donc Matg (f) = Cogou Q = X".
Q-13 Les A, sont supposés deux a deux distincts, donc les polyndmes (X — A)™* sont
deux a deux premiers entre eux. Donc d’apres le lemme des noyaux,

ker [(ﬁ (X— Ak)mk> (f)] = ker [(X— 7\1)"11 (f)} P .... pker [(X— Ap)m,, (f)}

k=1

ou encore
ker [Xf (f)} =F®..0F

Mais d’apres le théoréme de Cayley-Hamilton, x¢ (f) = O(g).D’ou I'égalité E = F; &
o B Fp.

D’autre part, pour chaque k € {1,...,p}, I'endomorphisme (X — A;)"! (f) étant un
polynéme en f, donc commute avec f donc son noyau F, = ker [(X — A1)™ (f)] est
stable par f.

Q-14 OnaVx € F = ker [(f — Ae.Idg)™], (f — Ax.Idg)™ (x) = Op. Donc Vx € F,
@ * (x) = Op. D'ott " = 05, et par suite ¢ est un endomorphisme nilpotent de F.
Q-15 Comme vy est I'indice de nilpotence de ¢y, alors son polyndme minimal 77, =
XVk. D’autre part, puisque @ est un endomorphisme de F, alors deg (71, ) < dim F;.
D’ou vy < dim F.

Q-16 L'hypothese (Id, f, f2, f"~!) libre implique ( voir Q 7 ) deg (7f) = n et donc

P m
mr = xg. Donc 7ty = k|;|1 (X — Ap)" .

D’autre part, on a vu en Q 14, que pour tout 1 < k < p, (pZ”‘ =0 L(F)- Donc pour tout
1<k<p, v <my.

Montrons alors que pour tout 1 < k < p, vy = my. En effet, raisonnons par I'absurde
et supposons qu’il existe 1 < k < p, tel que vy < my — 1. Donc (p;f"_l = Og(F,), donc

F = ker [(f - Ak.IdE)m"fl}. MaisE =F, & ... ® F & ... ® F, ou encore
E = ker [(f — A1.Idg)™] & ... & ker [(f - Ak.sz)mkfl} @ ... ® ker [(f - Ap.mE)mP}

Mais les polynomes (X — A1)™, ..., (X — A.)™ 1, .., (X — Ap)™” sont deux a deux pre-
miers entre eux, donc

ker [(f — A1.1dg)™] & ... ® ker [(f - Ak.IdE)mk_l] & ... ker [(f— Ap.IdE)m”} = ker [((X —A

6
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Donc .
— m
E = ker [((X )™M (X = AL (X = A) ") (f)}
et par suite (X — Ay)"™ ... (X — A)"™ 1 (X — A,)™ est un polynéme annulateur de
p
f, donc 7ty = ] (X — Ap.)™i divise (X — A)™ oo (X = A)™ 1o (X = Ap)™ 5 ce qui
=1

est absurde pour raison de degré. Donc pour tout 1 < k < p, vy = my.
Q 17 On conclut par les deux dernieres questions que pour tout 1 < k < p, my <

p p
dim F. Mais comme E = F; & .... ® Fp, alors Yy dim F, = n, d’autre part, y my = n
k=1 k=1

p
puisque x5 = [ (X — M) est de degré n. D'ouV 1 < k < p, dim F, = my.
=1

D’autre part, pour chaque 1 < k < p, @i est un endomorphisme nilpotent de Fj
d’indice de nilpotence mj = dim F, donc cyclique d’aprés Q-12, donc toujours d’apres

la méme question, il existe une base By de la forme (Ullk, O (V1K) /o (p]r(”kfl (W,k)) =

(Ul,k, (fk = A-Idg,) (v1k) oo (f — Ak.IdFk)mk_l (Ul,k)> de F telle que

0 -+ -+ --- 00
0O -+ --- 00
O .
MatBk ((pk) :mek = .
: 1 00
0O -«- --- 0 10

Ot on a noté fi, I'endomorphisme de Fy induit par f, alors fy = @i + ArldF, et par suite

0 1 0
MatBk(fk): . .

. . 1 Ak 0

o .- ... 0 1 Ak

p
Mais comme E = F; @ .... © F,, et les F; stables par f, alors en notatnt 5 :kEJlBk la base

de E obtenue en juxstaposant les By, on a

Mllt[j (f) = dlag (Mﬂtb’l (fl) Ry MatBk (fk))

Remarquons au passage que 775, = (X — A,)"*, en effet puisque ¢y est nilpotent d’indice

my, alors @}* = 0 et o' # 0; Donc (fi — Aeldp)™ = 0 et (fi — Aeldg)™ " # 0.
Par suite Ty = (X — Ak)mk,
Q 18 Soit Q € C[X], alors par linéarité Q (), on a

Q) (x0) = O ssi QUF) (1) + Q) (1) + e+ Q(F) (mytccimy 1) = O

7
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Mais (ul, Uy 1) oes Mm1+...+mp_1+l> € F1 X F, X ... X F et chacun de ces sous-espaces F;

est stable par f, donc stable par Q (f). Donc <Q (f) (u1),Q(f) (tmy+1) , -, Q(f) (”m1+...+m,,,1+

F1 X B, X ... X Fy et de plus la somme F; + F, + ... + F, de ces sous-espaces Fj est directe.
Donc I'égalité

Q (f) (”1) +Q (f) (”m1+1) +..+0 (f) (um1+...+mp,1+1> = 0g

est équivalente a
QUf) (1) = Qf) (tmy 1) = v = QUF) (oo 151) = O

Mais 11 est le premier vecteur de 81, donc B = <u1, (fi — A1 ddg) (u1), ..., (f1 — Al.ldpl)mlfl (

De méme 1, 11 est le premier vecteur de By, donc B, = <um1+1, (fa — A2.Idg,) (Mmy+1) 5o (f2 -

De méme Upty+..4+m, 4+1 €St le premier vecteur de BB, donc B, = (um1+.,,+mp1+1, <fp — Ap.ldpp

Doncsi Q (f) (u1) = Og, alors Q (f1) (u1) = Og, donc Vk € {0, ...,my — 1},

Q(A) ((fi = Addr) () = (A= AIdg)" (Q(f) (m))
= 0

La premiere égalité découle du fait que les endomorphismes Q (f1) et (f1 — Aq.I d[.‘l)k
commutent, car chacun est polyndme en f1. Donc Q (f) (u1) = 0pssi Q(f1) = Oz(F))-
Mais on a vu en remarque que 77y, = (X — A)™",

Doncl'égalité Q (f) (u1) = Og ssi (X — A1)™ divise Q. De méme I'égalité Q (f) (4, +1) =
Op ssi (X — A2)™ divise Q. Etégalité Q (f) (umﬁ,ﬁmpflﬂ) = Op équivauta (X — A,)"™
divise Q.

En conclusion Q (f) (xo) = Of ssi Vk € {1,..,p}, (X — A)™* divise Q. Mais les

polyndomes (X — A )™ (1 < k < p) sont deus a deux premiers entre eux puisque
les Ay sont deux a deux distincts. Donc

p
Q(f) (x0) = Opssixf= [1 (X— M) divise Q.
k=1
Q 19 Montrons que la famille (xg, f (xq), ..., f"~! (x0)) est une base de E. 1l suffit de

n—1
montrer la liberté, en effet soientt 3, ..., 3,,_1 des complexes, tels que Z Bi-f¥ (x0) =

Op.Donc Q (f) (xg) = 0pou Q = 2 ﬁka Donc d’apres ce qui précede, x divise Q.

Mais deg (Xf) =netdeg(Q) <n—1;Donc Q = 0 et par suite By = ... = 5,,_1 = 0.

Donc la famille (xo, f (x0), ..., f* 1 (x0)) est une base de E. D’ot1 f est cyclique.

Q 20 On montre aisement que idg € C(f) et que C (f) est stable par combinaison
linéaire et par composition.*
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Q21 0na g(xg) € E et (xo,f (x0),.... f""1 (x)) une base de E, d’ou1 I'existence de
Ao, .-, Ay—1 dans K tels que

n—1
= Z M- (x0)
K=o

Q22Soiti € {0,...,n—1}.Comme g € C (f), alors f € C (g), donc f' € C (g) puisque

C (g) sous-algebre de L (E) .

Donc g (f(x)) = f* (g (x0)). Mais en composant 1'égalité précédente par I'endomorphisme
f' et on obtient

Flgtro) = 3 Af (Fixo)

n—1

Onadonc g (f' (x)) = (Zg)\k.fk) (f (x0)) - Donc les endomorphismes g et kZOAk.fk
sont égales en chaque vecteur de la base (xq, f (xo), ..., f" ! (x0)). Donc égaux, d’out
g="5 hft €K

Q23Si g € C(f), alors d’apres ce qui précede, ils existe Ay, ..., A,—1 dans K tels que

n—1 .
§= > Af
k=0

n—1
Doncg = R(f),avecR = A.XF € K, 1 [X].
k=0

Réciproquement, s'il existe R € K,_1 [X] tel que § = R(f).Or C (f) est une sous-
algebre de L (E) et contient f, donc contient ¢ = R (f). Donc ¢ € C (f) .En conclusion

C(f) = Ky_1[f] = vect (Idg, f, ..., f*71).

En particulier dimC (f) = n puisque la liberté de la famille (xo, f (xq), ..., f"~! (x0))
implique la liberté de (Idg, f, ..., f" 1)

Q 24 Montrons par récurrence sur dim F que si F = U Fk est un sous-espace vectoriel

de E, alors I'un des sous-espaces vectoriels F; contlent tous les autres, c’est a dire il
existel <i<rtelqueF =F;:
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r
* Supposons F = kU F est un sous-espace vectoriel de dimension 1. Donc il existe
=1

1<i<rtelqueF; # {Oc}etF, C Fdonc1l < dimF; < dimF = 1. Donc dim F; =
dim F =1etdonc F = F,.

r
*Soit g > 1 et supposons que si F = kule est un sous-espace vectoriel de E de dimen-

sion g, alors F est 'un des F,.

Et soient Fy, ..., F, des sous-espaces vectoriels de E tels que leur union qu’on notera
encore F est un sous-espace vectoriel de E de dimension g + 1. Alors F est 'un des
F;, en effet raisonnons par l'absurde et supposons F; C F pour tout1 < i < r, et

considérons un hyperplan quelconque H de F. Donc dimH = get H = kLrJle N H.

Donc par hypothése de récurrence, il existe 1 < i < r, tel que H = F; NH. Donc
H C F; € F, donc pour raison de dimension, H = F;. Donc chaque hyperplan de F est

—

I'un des F;. Ce qui contredit le fait que F admet une infinité d’hyperplans. Donc F est
I'un des F; et la récurrence est achevé.

Q25Six € E\ {Og}, on vérifie que I est un idéal de K [X] et non réduit au polynéme
nul, puisqu’il contient 77, donc il est engendré par un unique polynoéme unitaire 71¢ ,
et ¢ divise 71 puisque 75 € Iy = 717, K[X].

Mais 71y étant un polyndme unitaire de degré > 1, donc admet un nombre fini de
diviseurs unitaires. Donc l'ensemble {7, /x € E\ {0g}} est fini, donc la famille
(ker (7) / x € E\{0g}) constituées de leurs noyaux est une famille finie de sous-

espaces vectoriels de E. D’autre part, EL\J{O }ker (7¢x) = E.(Eneffet soit x € E\ {Og}
xe E
; comme I, = 714, K [X], alors 7, (f) (x) = O, donc x € ker (715,y) ...). Donc d’apres

Q-24, il existe x; € E tel que Vx € E\ {0g}, ker (715,) C ker (7,4, ).

Donc Vx € E\ {Og}, sy, (f) (x) = Og, donc 7, est annulateur de f, donc 7r; divise
TUf x, - Mais 7y i divise s ; et étant tous les deux unitaires, donc égaux, soit Ty = T0f,
en particulier deg (7Tf,x1) = d ; ceci permet alors de montrer la liberté de la famille

d—1
(x1, f (x1), .., f471 (x1)) . En effet, si ag, ..., a1 sont dans K tels que ¥ a.f* (x1) =
k=0

d—1
Of, alors P (f) (x;) = Og avec P = S a;.X*. Donc P € I, = ¢, K [X], done 7 o
k=0

divise P = Z o X et deg (7fy,) = detdegP < d—1. Donc P = 0 et par suite
xp = . —‘Xd 1—0CQFD

Q 26 On apourtoutl <j < d—1, f(ej) = ejr1 € Eq. D'autre part, puisque
deg 7y = d et 71 unitaire, alors I'égalité 71 (f) (x1) = O, implique f (e;) = f*(x1) €
vect (x1, f (x1) , ..., f471 (x1)) = E1. Dot la stabilité de E; par f.

D’autre part, si P € K[X], alors E; est aussi stable par P (f) et x; € E;. Donc
P(f) (x1) € Eq. D’ou l'inclusion :

{P(f)(x1) / P € KI[X]} C Ej.Lautre inclusion est immédiate et donc 1'égalité E; =
{P(f) (x1) / P eK[X]}.

Q 27 Comme x; € Ejy, alors (x1, f (x1) e f1 (x1)) = (xl,‘lfl (x1) ,...,‘1";‘1 (x1)>
est une base de E; et donc ¥; est cyclique. Remarquons au passage que le polyndme

10
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minimal de ¥y est 7y, = 71y .

En effet, Soit P € I, alors P (f) (x1) = O etsi x € Ej, alors d’apres Q 26, il existe
QeK[X]telquex =Q(f) (x1).

Donc

P (¥1) (x)

Il
O 9 T

Donc P (¥1) = 0, donc P € Zy, (idéal annulateur de ¥1). Donc I, C Zy,. Réciproque-
ment, si P € Zy,, alors P (¥;) = 0. Donc P (Y1) (x1) = 0 donc P (f) (x1) = 0 puisque
x1 € Eyet¥y = f/E;.Donc P € I,,. On a donc Zy, C I,,.Donc l'égalité Ty, = Iy, et
par suite 7wy, = 7, D'ou my, = 4.

Q28Six € FalorsVi € N, @ (f'(x)) =0,donc Vi € N, @ (f*!(x)) = 0donc Vi € N,
@ (f'(f (x))) = 0. Donc f (x) € F.

Donc F est stable par f. D’autre part, soit x € F N E1. Donc il existe (&, ..., a7) € K tel
d ;
quex = Y aj.e;etVj € N, @ (f/ (x)) = 0. Montrons alors que oy = ... = oy = 0 et que
i=1
donc x = Og. En effet, raisonnons par I’absurde et supposons que I'un au moins des «;
k

est non nul et soit k le plus grand de ces ebtiers. Alors x = S «;.¢; ; et en composant
i=1

k
cette égalité par f?=F, on obtient f9 % (x) = ¥ a;.f9 % (e;). Mais f4*(e;) = eg_rsi
i=1

k
pour tout 1 < i < k. Donc f47% (x) = S aj.e4_i
i=1

et donc @ (f* ¥ (x)) = ay. Mais comme x € F, alors @ (f* % (x)) = 0 et donc a = 0.
Ce qui est absurde. Donc x = O et par suite F N E; = {0} . Donc la somme F + E; est
directe.

Q 29 Soit x € E;NkerY, alors x € Ej et Vk € {0,...,d—1},® (f*(x)) = 0. Mais
comme deg (77) = d, alors (Idg, f, ..., f4~') est une base de K [f] et donc Vi € N,

fievect (f¥)ycpeyqetdone Vi €N, fi (x) € vect (f*(x))gcrcy 1

Et donc par linéarité de @, on obtient Vi € N, @ (f* (x)) = 0 et donc x € F. ( remarquer
qu’on a montré au passage que F = ker¥ ) On a donc x € E; N F donc d’aprés Q
28, x = Og. Par suite ¥/E; est une application linéaire injective, de plus ces espaces de
dépert et d’arrivé E1 et K ont méme dimension d. C’est donc un isomorphisme entre
Eq et K.

Q 30 Comme ¥/E; est un isomorphisme, alors elle est surjective, donc ¥ est surjective,
donc par la formule du rang, dim F = dim (ker¥) = n —d. Donc dimE = dim F +
dim E;. Par ailleur, la somme Eq + F est directe. D’'ou E = E; & F.

Q 31 Raisonnons par récurrence sur dim E.

* Supposons dim E = 2.
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-Si f = A.dg est une homothetie de E et B = (e1,e;) est une base de E, alors E =
Ei®EyavecE; = K.e; (1 <i < 2)etE;eststable par f et 'endomorphisme V¥; de E;
induit par f est cyclique et P; = 7y, = P, = mmy, = X — A. En particulier P, divise P;.
- Si f nest pas une homothetie de E, alors il existe e € E tel que (e, f (e)) est une base
de E et donc f est cyclique.

* Soit n > 2 et supposons le résultat vraie dans tout espace vectoriel de dimension
< n et soit E un K—espace vectoriel de dimension n + 1 et notons d = deg ;. Alors
d’apres ce qui précede, il existe un sous-espace E; de E de dimension d et un sous-
espace F stable par f tels que E = E; & F et 'endomorphisme ¥ de E; induit par f
est cyclique.

Alors en appliquant I'hypothese de récurrence a I'endomorphisme f/F de F induit par
f, il existent des sous-espaces Ej, ..., E, de F stables par f/F, donc stables par f tels que
F=Ey®..®E etV2 <i<rl'endomorphisme¥Y; = (f/F) /E; = f/E; est cyclique
et que P,y divise P; pour tout 2 <i < r — 1 et ou P; est le polyndme minimal de ¥;.
OnadoncE =E;®Ey@...®E,etV1 <i <r,I'endomorphisme f/E; de E; induit par
f estcyclique et pour tout 2 < i <r—1, P;; 1divise P;. Mais 77y = PPCM (Py, Py, ..., P,
donc 7ty = PPCM (Py, PPCM (P, ..., Py)).

Mais PPCM (P, ..., Py) = P, puisque P divise P,_1 qui divise.... qui divise P,. Donc
my = PPCM (Py, P;) .D’autre part, on a vu en remarque dans Q 27 que Py = 7, = 7y.
Donc P; = PPCM (Py, P) . En particulier P, divise P;.

Q32 En conservant les notations de I11.B, et par le IIILA, on a dim C (¥;) = dim E;. Donc

dim (C (¥1) X .. x C (¥,)) = Y dim E;

1M~

1

ou encore dim (C (¥1) X ... x C(¥,)) = n puisque E = E; & ... ® E,. D’autre part,
sionnote F ={¢g € L(E) / (¢/E1,...,§/E1) € C(¥1) X ... x C (¥,)}, alors on montre
que c’est un sous-espace vectoriel de £ (E) isomorphe a C (V1) X ... x C (¥,) donc de
dimension 7 et contenu dans C (f). D’'ot dim C (f) > n.

Q33 Puisque C (f) = K|[f], alors compte tenude Q 32, dim K [f] > n. Maisdim K [f] =
deg 7y et deg my < deg xs = n puisque 71y divise xs. On a donc dim K [f] = n et donc
la famille (Idg, f,..., f"1) est une base de K [f].C’est donc une famille libre. Donc
d’apres II B, 'endomorphisme f est cyclique.

Q 34 Puisque f € 0(E), alors son polyndme caracteriqtique s’écrit sous la forme

k
Xr= (X=1)P(X+1)" ] (X>—2cos6;.X+1) etsi f' € O(E) tel que xpr = x5 =
j=1

k
(X-=1DP(X+1)7 ] (X2 —2c0s6;.X +1). Alors d’apres le théoréme de réduction
j=1
des automorphismes orthogonaux, ils existent des bases orthonormés B et B’ de E
telles que Matg (f) = Matp (f') = dig (I,, —I;, Re,, ..., Re,) ot p, g, 7 sont des entiers
naturels tels que p + g+ 2k =net

cosf; —sin0;
— ] ]
Ref ( sin 9]- CcoSs 9]~ )

Q 35 Supposons f orthocyclique. Donc il existe une base B = (ej, ..., e;) orthonormé de
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0 --- 0 —ag
1 0 0 —

- O

E telle que la matrice f dans cette base est de la forme Co =

: . 1 0 —OCP,Z
0« o+ 0 1 —ap
En particulier cette matrice est une matrice orthogonale, donc ses colonnes (Cy, ..., Cy)
forment une base orthonormé de R”. Donc V1 < j < n—1, <Cn,C]-) = 0, donc
Vi<j<n-— 1,a]- = 0 et C,, est unitaire, doncag = 1 ouag = —1. Donc Q = X" — 1 ou
Q:X”—l—l.Maist:XCQ = Q.

Doncxf:X”—loqu:X”+1.

Réciproquement, supposons par exemple xf = X" + ¢ avec ¢ € {—1,1}. Et comme
f € O(E) alors il existe une base ON B de E telle que Matg (f) est de la forme A =
diag (Ip, —Iq, Rgl, ceey Rek) .

D’autre part, si on pose Q = X" + ¢, alors les colonnes de Cp forment une base or-
thonormé de R". Donc Cg est une matrice orthogonale et est orthogonalement sem-
blable a A. Donc s’écrit Co = P~1.A.P avec P € Oy (R).

On a donc Matg (f) = P.Co.P~1. Donc d’apres les formules de changement de bases,
Matp (f) = Cg ot B est la base orthonormée de E telle que P = Pp p matrice de
passage de B a B'. Donc f est orthocyclique.

Q 36 Comme f est nilpotent, donc trigonalisable de spectre réduit au singleton {0}.
Donc il existe une base BB de E telle que Matg (f) = T triangulaire superieur stricte
a coefficients diagonaux tous nuls. Et soit B’ la base orthonormé de E’ déduite de B
par le procédé d’orthogonalisation de Gram-Schmidt, alors la matrice de passage P
de la base B a la base B’ est triangulaire superieur ( & coefficients diagonales stricte-
ment positifs ), ainsi que son inverse, donc Matp (f) = Pp g.Matg (f) . (735/,5)_1 est
produit de matrices triangulaires superieurs donc triangulaire superieur.

Etsi onnote B’ = (e}, ..., ¢},), alors B” = (e},, ..., ¢}) est une base ON de E et Matg- (f)
est triangulaire inferieur méme stricte, puisque f nilpotent.

Q 37 Supposons f orthocyclique, alors, il existe une base ON B = (eq, ..., e,) de E telle
que Matpg (f) est de la forme

0 0 —ag
1 O 0 —o
0 1 — X7

: . 1 0 —Xy_2
0 -+ -+ 0 1 —oay_q

En particulier, x; = xc,- Mais comme f est nilpotent, alors x; = X", d"autre part,
Xc, = Q. Donc Q = X" et par suite 6y = ... = ay—1 = 0. Donc Matg (f) =
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0 e 00
0 .- - 0

0

) . Et comme cette matrice est de rang n — 1, alors f est

: .1 00

0 -« -« 0 10

de rang n — 1 et de plus ker f = R.e,. Donc (ker f)= = wvec (eq,...,e5_1) puisque
B = (eq, ..., en) est une base ON de E.

n—1 n—1

D’autre part,six = ¥ x;e;jety = 3 yj.e;sontdans (ker f )L , alors par bilinéarité du
i=1 i=1

produit scalaire,

@/ )= 5 xy(fe)/f(e))

1<i,j<n-1
Mais Vk € {1,...,n — 1}, f (ex) = ex1. Donc
(f(x)/f(y) = : Z 1xi-y]'- (€i+1/€j+1)
<i,j<n—

= Y XiYjdiy1jh
1<i,j<n-1

= Z xi.y]-.(S,-,]-
1<i,7<n-1

n—1
= D Xy
i=1
= (/y)
Réciproquement, supposons rg (f) = n — LetVx, y € (ker f)&, (f (x) /f (y)) = (x/y).

D’apres Q 36, il existe B = (e, ..., e,) une base ON de E telle que Matg (f) est triangu-
laire inférieur stricte de la forme

0 : 0
tia
: 0
th-1,1 tio1n—1 O
by 0 - 0
Et notons T = : R : la matrice précédente privé de sa pre-
: . . O
5 B 2R

miere ligne et sa derniere colonne.

Alors on en particulier ker f = R.e, et (kerf)l = vec (e1,...,y—1). Mais comme
B =(e1,...,en) estunebase ON de E, et Vi, j € {1,...,n =1}, (f (e;) /f (ej)) = (ei/e}),
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alors les colonnes de
0 o o 0
; )
Matg (f)=|
: 0
th-11 c thi—in—1 O

forment une base ON de R". Donc les colonnes de sa sous-matrice T forment aussi
une base ON de R"~!. Donc T est une matrice orthogonale et comme elle est tri-
angulaire, alors elle est diagonale avec des 1 et des —1 sur la diagonale. supposons

-1 0 . . .0
0 :
par exemple T de la forme T = -1 1 , alors on et vérifie que
B
o . . 0 01
B = (el,...,(—l)i_1 iy (1) epi1, (=1)F epia, ., (—1)F .en) est une base ON et
0 -+« -+« .- 00
0 -+ - 00
o 1 " : 0 .
Matg (f) =1 . . . . . . | estlamatrice compagnon du polynéome X".
: ~ 1 00
0 -« -~ 0 10

D’ou f est orthocyclique.
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