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Premiere partie

(@) o dimgr(M2(C)) = dimc(M2(C)) x dimg(C) =4 x 2 =28.
a ¢ — at @ =0
e Soit A = < b o > € L,alors Tr(A) =0et A+ A =0, ce qui entraineque ¢ c¢c+b=0 , ce qui
a+d=0
conduit & (a, ¢, d) = (i, —b, —ai) oll o € R, donc A = O;)Z =P ) eten posant b = 8 + iy, on aura

A = aF + BF + ~G et par suite L est engendré par (E, F,G).
Réciproquement (E, F, G est libre, donc £ = Vect(E, F,G).
(b) Un calcul simple améne a [E, F| = —2G, [F,G] = —2E, |G, E] = —2F.

T AF AllllE
(@) La norme |||.||| est multiplicative, donc pour tout A € M,(C), k € N, H‘FIH < I k"llH ,

. Z Ak
comparaison la série > |||k—

donc par

- ||l converge.

(b) Une récurrence simple conduit a Vk € N, A € M,(C),P € GL,(C), (P"'AP)* = P~1A*P, donc
exp(P7rAP) = P~ texp(A)P.

A1 *
(c) Soit A = , 'ensemble des matrices triangulaires est une C—algebre, donc
0 An
Ak %! eM <
Vk € N, AF = et par suite exp(A) = .
o An 0 ern

(d) Soit A € C, alors A est trigonalisable, donc P inversible, T triangulaire supérieure a coefficients diago-
naux A, ..., \,, tels que A = PTP~1, donc exp(A) = Pexp(T)P~* et par suite
Tr(exp(A)) = Tr(exp(T)) = etr...er = eMttrn = exp(Tr(T)) = exp(Tr(A)).

Deuxiéme partie

L] tIQTQ = tIgIQ = IQ.

VA,B e U(2,C), "(AB)AB = 'BAAB = 'BB = I.

VA€ U(2,C), (A VAT = (PA)"1A ' = (AtA)! = L.

Donc U(2,C) est un sous-groupe de GLz(C).

@ : UQ((C) — C
M  — det(M)

sous-groupe de U (2, C).

¢ Lapplication est un morphisme de groupes, donc Ker(p) = SU(2,C) est un

e Les matrices de M,(C) de la forme ( _ag g ) tels que |a|? + |b]? = 1, sont des éléments de SU(2,C).
a b

e Réciproquement, soit A = ( e d > € M,(C), alors tAA = I, et det(A) = 1, ce qui donne le systéme de

Cramer d'inconnues b, d & savoir bo+dd =1
ab+cd=0
de discriminant d]_ bc —ad = —1,donc b = — Lod_ —cetd=— b1 =a
c 0 ¢ a 0

Q > @ o>

LR o a'7
Dou A = < 3 )
(a) Soit A une valeur propre de M € SU3(C), alors A2 — Tr(M)X + det(M) = A\* — 2Re(a)A + 1 = 0.
discriminant de cette équation en X est A = Re?(a) — 1, or |Re?(a)| < |a|? < |a|? +[b|*> = 1,donc A < 0
et A = Re(a) £i/1 — Re2(a), et par suite |\|? = Re?(a) + (1 — Re?(a)) = 1.

— 1 i 1,
(b) 2 = M~" et MX = \X, donc M~'X = 1 X, donc ‘MY = (MX)Y = "(M'X)Y = {'XY =0.



6. (a)

7. (a)

(d)

Soit V1 un vecteur propre unitaire de M, et soit C.V; son orthogonal ou V5 est choisi unitaire, alors
V1 Va = 0, et d’aprés la question 5.5, 'V, MV, = 0, donc MV, est orthogonal & Vi, et par suite MV; est
lié a V5, donc V5 est un vecteur propre.

Ainsi (V1,V5) est une base orthonormale de vecteurs propres, et la matrice P de passage de la base
canonique a cette base est élément de SU(2,C), de plus si Sp(M) = {A1, A2}, alors || = |A2| = 1 et

- ) 6
A2 = 1,donc \; = )\ = € et par suite M = P ( 60 ege > P

16 i
— Soient R = P! ( 60 eg" ) P,S=Q! ( 60 e,ow ) Q € SU(2,C), tels que Tr(R) = Tr(S),

alors cos(0) = cos(y), alors 6 = ¢[27] ou 6 = —p[27].
Quitte a échanger les colonnes de P, on peut supposer que 6 = ¢[27], donc R = (Q~1P)~1S(Q~1P).
<= R et S sont semblables, donc elles ont méme trace.

[A B] = 0, donc A et B commutent, de plus

Z [(A+B) =) FAlBlet Z AN Zk'A’f > il AJB’“ donc

= 0 l+z<n J+k<2n
1 . 1 )
Z; (4+B) (3 24 Zk,A’“IH—\ > Bl Y sl el -
=0 Jj= O n+1<j+k<2n n+1<j+k<2n
n 1 n ' n o
> AT+ 1B~ O ﬁHlAHV)(Z HlllBIHk) — O lorsque n tend vers l'infini.

1=0 =0 k=0

Cette quantité tend aussi vers exp(A + B) — exp(A)exp(B), donc par unicité de la limite, on obtient
exp(A + B) = exp(A)exp(B).

SoitAe L (*A+ A=0etTr(A) =0), montrons que exp(A) € L.

e D’aprés la question 2.d, det(exp(A)) = exp(Tr(A)) =e® = 1.

oA = —A, donc’A et A commutent, et par suite ‘exp(A).exp(A) = exp(*A).exp(A) = exp(!A + A) =
exp(0) = Is.

Donc exp(L) C SU(2,C).

Soit A € SU(2,C), alors d’apreés la question 6.a, 3P € SU(2,C), 6 € R tels que

i0 :
o1 e 0 _ _ g 0
A=P < 0 e-if )P—e:vp(P 1< 0 —ib )P)

0 0
0 Vree

o Tr(M) :Tr(( v )) ~o.

S R L R P G A

Montrons que M = P—1 (

0 —if 0 0
—M.
On a bien A = exp(M) ou M € L, donc exp : L — SU(2,C) est surjective.

Iy = exp(O) = exp(( Z%W —?27r )), mais ( Z%W —?277 ) # 0, donc exp : L — SU(2,C) n’est pas

injective.

0
8. Notons pour tout n € N*, D(6) = ( € 6919 )

(@)

(b)

()

0
e Soit A € G — {I,,—1,}, alors d'aprés 6.a, 3P € SU(2,C), 0 € R tels que A = P~1D(6)P, donc
D(f) = PAP~! € G.
e A£Iyet A# —I,,doncf e R — nZ.

Un calcul simple conduit & que X et ) sont les éléments diagonaux demandés, avec

A= (1 _ e—i29)‘a|2 + e—i29

Va € C tel que |a| < 1, la matrice M, = AD(0)A~*D(—6) appartient a G, donc U {Tr(g)} contient
e
U {7r(Ma)} = (J F(®)} = £([0,1]) ol on a posé
la|<1 t€[0,1]
F (&) = 2t(1 — cos(20)) + 2cos(20).
f étant continue, donc £([0, 1]) est un intervalle égale a [2cos(26),2] = [2 — i, 2] avec u = 4sin?(6).

9. e Déja G C SU(2,C).
e Réciproquement,soit A € SU(2,C), alors 3P € SU(2,C), o € Rtels que A= P~1D(a)P.
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11.

12.
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14.

Soit n € N*, alors Tr(D(%)) = 2cos (%) tend vers 2, lorsque n tend vers +oo, donc 3N € N tel que
Tr(D(%)) € [2 — 4,2], ce qui entraine que d’'aprées la question précédente que 3R € G tel que Tr(R) =
Tr(D(%)), et d’apres la question 6.5, 3Q € SU(2,C) tel que R = Q”D(%)Q, or G est un sous-groupe

stable par conjugaison, donc RY = Q~1D(a)Q € G, et par suite A = P71QRNQ"'P € G.
On conclut que G = SU(2,C).

Troisiéme partie

On obtient [e, z] = 2iz, [e, w] = —2iw et [z, w] = 4ie.

e0z? = (zoe + 2iz)oz = zoeoz + 2i2% = z20e + 4iz>.

Supposons que eoz® = zFoe + 2ikzF, alors eoz*t! = (zFoe + 2ikz¥)oz = zFo(zoe + 2iz) + 2ikzFT =
2F*1oe 4 2i(k + 1)2* et la récurrence est établie, donc :

Vk € N, eozF = zFoe + 2ikz"

et par suite e(2*(v)) = 2*(e(v)) + 2ik2*(v) = (A + 2ik)2* (v) = prz*(v), avec px, = A + 2ik.

Supposons que Vk € N, zF(v) # 0, alors {us, / k € N} C Sp(e), or les ju; sont deux & deux distinctes, donc
Sp(e) est infini, ce qui contredit la finitude de la dimension de £.

Soit p € N* le plus petit tel que 2P(v) = 0, alors z(vg) = 0 et vy = 2P~1(v) # 0 est un vecteur propre de e
associé a la valeur propre A\g = fip—1.

e On montre par récurrence que Vk € N, eow® = wkoe — 2ikw*, donc Vk € N*, e(vi) = e(wk(vy)) =
wk(e(vg)) — 2ikw” (vg) = (Ao — 2ik)wF (vy) = (Ao — 2ik)vy.
e Posons ay, = A\ — 2ik, ainsi on Vk € N*, e(v) = agvg.
z(v1) = zow(vg) = woz(vg) + 4ie(vy) = dicgug et z(va) = zow(vy) = woz(v1) + die(v1) = 4i(ag + a1)vy.
k-1 k-1

Supposons que z(vg) = 41(2 a;)vg—1, alors z(vg41) = zow(vg) = woz(vk) +4die(vy) = 4i( Y  aj)w(ve—1) +
§=0 §=0
: k1 k-1
diogwy = 4i(D_ aj)ve, d'oll la récurrence est établie, or » "o = > (Ao — 2if) = k(Ao — i(k — 1)), donc :
=0 =0 =0

Vk € N* R Z(’Uk) = 4Zk()\() — Z(k — 1))Uk71

(a) Supposons que Yk € N, v, = w”(vg) # 0, alors {\g — 2ik / k € N*} C Sp(e), ceci contredit la finitude
de la dimension de €.
Soit n € N* le plus petit entier tel que w™(vy) # 0, alors v,+1 = 0 et (vy,...,v,) est une famille de
vecteurs propres associés a des valeurs propres distinctes, donc elle est libre.

(b) Onawv,y1 =0,donc z(v,41) = 4i(n + 1)(Ao — in)v, = 0 et puisque v,, # 0, on obtient Ay = in,ce qui
donne les égalités demandées.



