SPE TSI Corrigé de Centrale 2002 TSI 1€T€ épreuve
I.A.1) Soit (n,z) fixé dans IN* x[-1, 1]. Posons : 6 = Arccosx.

1 1 ) 1 . 1 E(n/2) n
Ona: f,(x)=——cos(nl) = —— Re |exp (inb :—Re cosO+isinf)"| = — % cos
2n—1 n 1 mn 1 k=0 n
1 E(®/2) —2k 1 B(n/2) n—2k
= Y 2k (—1)kcos 0 sin?t o = 2k (—1)*cos O (1 — cos®O)"
=l = " 271 =0

1 BOY2) ok n—ok 2 k
=51 2, On " (x® = 1)
Nous pouvons déja affirmer que f,, est une application polynomiale a coefficients réels de degré au plus n.
1 E(%/ 2) 2k

2n—1 k=0 n

Nommons a, ¢ le coefficient de z™ dans f,,(z). Ona: apo=

Or: » C% 'y ‘o = wok = sok1Ff1mF = (141)" = 2"
K=o K=o

k=0 k=0
B(3) 2k (57) 2k+1 & ik k & Ak kqn—k
k=0 k=0 k=0 k=0
E(n/2) on—1
Donc: VnelN* > C%k = 2""1  donc: Uno = 5ooy = 1
k=0

Donc, pour tout n de N*, f,, est une application polynomiale de degré n a coefficients réels.

I.A.2) On a prouvé en I.A.1) que T), est de degré n et que son terme de degré n est X", autrement
: T, est unitaire.

I.A.3) D’apres le calcul de I.A.1), on a :

1 0
Veel-1,1] fi(z) = 2_01@2 Ot =2h (2 1) = 1
=0
Lol ok 2-2k 2 koL 2 1
fg(x)=2—1k223002x (z=1) 25[90 +a?—1] =a ~ 3
1 1 3
fa(z) = Q—QkEOCQk 2372k (g2 — 1)k = 1 [m + 3z(x —1)} = x?’—zx
1 2 1 1
fa(z) = = % C%F a2k (2 — 1)k = = [m + 62°(x —1)+(x2—1)2} =2t — 2%+ =
23 k=0 8 8
1 1

Donc Ti(X) = X, Ta(X) = X%~ 3 T3(X) = X3 X Ty(X) = X' — X2+ —

4 8
I.A.4) Pour tout (n,z) de (IN*\ {1} )x[-1,1], on a, en posant ¢ = Arccosz :
Pog1(2)Pa(@) = 2"Tnpa (2)27 72T, 1(2) = 2" fri1(2)2" 2 fr1(2) = cos[(n + 1)0]cos[(n —1)6]
= 2cos(nf) cos = 2x2" "L f. (z)xx = 2" T, (x) = 22 P,(x)
Donc: VnelN*"\{1}, Vze[-1,1] Pui1(z)Pr_1(z) — 22 Py(z) = 0.

Or seul le polynéme nul a une infinité de zéros, donc: VnelN*"\ {1} P,11P,_1 = 2XP,.
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LA5)Ona: Vke[1n] Pu(zp) = 2" "Tu(ax) = 2" ' fu(ar) = cos [n Arccos (cos [2=2xr])] = cos (nxZE=txr)

=cos[(k—3) 7] = (~1)Fcos T =0 on a utilis¢ 2=l € [0, ]

est une suite strictement croissante & valeurs dans [0, 7] et la fonction cosinus est strictement

2k—1
De plus ( o xﬂ)ke“nﬂ
décroissante sur [0, 7] ; les xy, k variant dans [[1,n]], sont donc deux & deux distincts.

Enfin, P,, comme T,,, est de degré n et a donc exactement n zéros complexes (en tenant compte des zéros multiples).

Ceci permet de conclure : les racines de P, sont exactement les xy, k variant dans [[1,n]], et ces racines sont simples.

LA.6)Ona: Vzel-1,1] |[fu(2)| = . cos(n Arccos x)

2n—1 S

2n—1

Or: Vze[1,1] |cos(nArccosz)| =1 < (Ike€Z /nArccosz = kr) <> (3ke[0,n]] /Arccosz = )
< (Jke[0,n] /z = cos iT)

fn (cos k—W> ‘
n

Ou, plus précisément : |V (n,z, k, k') EN*x[-1,1]x [0, E (251) ]| x [0, E (2)]]
_2n1—1 = fn (COS @) < falz) < f (COS 21{;—7.() = 2n1—1

1
Donc: VneN* Vael-1,1], Vke[0,n] |[fu(z)| < ST =

n
B(n/2) k E(n/2) &
LAT)Ona: P,(X)= ¥ C¥Xxn2ky CcP(-1)PX?=2 = ¥ » C¥CP(-1)Px" %
k=0 p=0 k=0 p=0
E(n/2) (E(n/2)
==> ( b Ci’ﬁC,f) (~1)pP X2
p=0 k=p

D’oti 'algorithme suivant : | Entrer la valeur de n (& prendre dans IN™)
p«—0, c——1
Répéter a(p) — 0, ¢ +— —c
Répéter k «—p
a(p) < a(p) + C2kxC¥
k—p+1
Jusqu'a k > 3
a(p) — a(p)xc
pep+tl
Jusqua p > ¢
Ecrire a(0)X™

pe1

Tant que p < & Répéter Ecrire +a(p)X n—2p
pe—p+tl

Fin.

mO02ctlcd.tex - page 2



LB.1)

LB.2)

Vaeel-1,1] fi(z)==
Veel,1] fa@)=a?— L, fo(1) =2
VaelL1] fa@) =2t~ do=a (2 4F) (24 4)
filw) =322 -3 =3(r—3)(v+3)
T 0 % 1
A -3 - o + 2
1
f3(x) 0 N -1 /1
Vael-1,1] f4(x):334_x2+%:(1.2_%)2 %

2v2 22
Y~ 0,924, /222 ~ 0,383
filw) = 428 = 20 =4z (v - L) (o + L)
z |0 % 1
fiylo - 0 4+ 2
f4(x)% N 1 Ve g

Vnell,4]] fn alaparité de n
(vrai en fait pour tout n de IN*)

Soit P un polynéme a coefficients réels, unitaire, de degré n. Supposons :  Sup |P(x)| < STES
—  —1<az<1
N n sy 1 ™
Alors, d’apres LA6) : Vke[0,E(2)] (T, - P) [cos (%)} = ST - P [cos (%)} >0
_ 1
k[0, B(251)] (Tn = P) [cos ()| = = =P [cos (251 m) | <0
Donc la suite ((Tn — P) [cos (’;—”)Dk [om] est & valeurs dans R* et de signe alterné.
€lon

De plus, la suite (cos (%’T)) est strictement décroissante car la fonction cosinus décroit strictement sur [0, 7].

ke[0,n]
Enfin T, — P, fonction polynomiale, est continue sur R, donc, d’apres le théoréeme des valeurs intermediaires, T,, — P

s’annule sur chacun des intervalles ouverts bornés délimités par la suite (cos (Qk—” donc T, — P a n zéros

n ))ke[[O,nﬂ
distincts et n’est pas le polynéme nul.

Donc T,, — P est de degré au moins n.

Or Tn et P sont unitaires et de degré n, donc T;, — P n’est pas de degré au moins n.

Notre supposition est donc fausse.
1
oan—1

Conclusion : il n’existe pas de polynome P, a coefficients réels, unitaire, de degré n, tel que :  Sup |P(x)| <
—1<a<1
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1.B.3) Soit P un polynéme unitaire de degré n & coeflicients réels.

D’apres LB.2) :  Sup |P(x)

—1<z<1 - o2ns
1
Or, d’apres I.LA.6) :  Sup |fn(x)| = 57—
—1<2<1 2
Donc, pour tout polynéme unitaire P de degré n a coefficients réels :  Sup |fn (x)| <  Sup |P(x)|
—1<z<1 —1<z<1
f(z) .
I1.B.4) ¢ x — ————— est continue sur |-1, 1|,
) V- L
: f(z) [ : f() 1
o si f(1 0 alors — ~ ———"—— et si f(1l)=0 alors — <K ——
Q) # T—a? o1- \/5(1—35)1/2 f() T 22 ool- (1—35)1/2
1
d
or / ﬁ converge, donc, d’apres la regle de 1’équivalence, le théoreme de majoration, I’absolue
0o (1—-=

convergence et les intégrales de Riemann, converge en 1,

=

e un raisonnement similaire permet d’établir la convergence en -1.

Donc ——— converge.
/_1 V1—a? i
b f(x)g(x)da
I.B.5.a) e Sachant que C([-1,1],IR) est stable par produit, I.B.4) nous permet d’affirmer que (f, g) — ﬁ
-z
définit bien une application de C([-1,1],IR) vers R.
Posons : V(f,g)G[C([-l,l],[E{)]2 <flg >_/ fz)g(w)de 1 T
-z
e On a immediatement : Y (f, g) € [C([-1 ,[R)] <flg>=<g|f>
e De plus : V(al,ag,fl,fg, )E[R,2 [C([ ],[R,)]
(arfr + Oé2f2)(33)9 / fi(@)g(x)dx / fa(z)g(x)dz
<aifi + > =
aifi + oz falg /_1 Vi 1_332 1_332

= Qa1 <f1|g> a9 <f2|g>
Ceci joint a la symetrie vue au point ci-dessus permet d’obtenir la linéarité a droite.

e Enfin: V(f,g)€ [C([-l, 1]a[R)]2

I R GO
<f|f>— » ﬁ >0
<flf>=0 = (Vme]-l 1 L)
B V1T —a?
— (Vze]-1,1] f(z) =0) < (Vxe[-1,1] f(x) =0) car f est continue sur [-1,1].

;= 00([-1,1],[R)
Donc < | > est une forme bilinéaire symetrique définie positive sur C([-1,1],R).
Autrement dit, < | > définit un produit scalaire sur C([-l, 1], [R).

2
= O> car T — \;1—5%)2 est continue sur ]-1,1] et & valeurs dans R™.

mO2ctlcd.tex - page 4



Loon=1f (z)2m=1f, () 1 cos(n Arccos x) cos(m Arccos z)
I.B.5.b)Ona: V(n,m)cN*? <Pan>:/ n 2 d :/
yOna: ¥(n,m) | Y =/ N
_/O cos(nf) cos(mb) (—sin 0 d) /” cos(nB) cos(mb) sin 6 df
- 1 — cos?0 0 |sin 6|
1

= [y cos(nB) cos(mb) df = 3 /Ow(cos [(n+m)8]cos|(n — m)H]) do

™

1 [ 1 [ sin(2n0) T ow
Donc : * P,|P,>= = 2 11do = = | 22777 A
onc: VnelN* <P,|P,> 2/0[005( nd) + 1] 5 [ 5 ]O—i- 5 5

donc ||P,|| = ,/g donc |hy] = 1.

1 [sin[(” +m)0] sin[(n —m)0] 1 = 0= P, L P,

0

¥ (n,m) eN*? —=<Py|Pp>= =
(n,m) n#m | 2 n+m n—m
= h, L hy,
La famille (h")n N+ est donc bien une famille orthonormale de C ([-1, 1], [R) pour ce produit scalaire.
IL.LA.1)Ona: V(A,B)eE> d(A,B) = AB = | AB| = \/(xp — 24)% + (ya — yB)?
((xA, ya) et (xp,yp) sont les coordonnées respectives de A et B dans (O,Zj))

Donc e d est bien une application de ExFE vers R™,
e cn identifiant le plan euclidien et R? & laide du repére (O,1,7), d est la composée d’une fonction
polynémiale & valeurs dans R™ et de la fonction v/ , donc d est continue.

d est donc une application continue de ExFE vers R™.

Or: e E est une partie fermée bornée de R? donc ExF est une partie fermée bornée de R,
e une application continue d’un fermé borné de R?* vers R est bornée et atteint ses bornes.
Donc Sup d existe dans [R. Donc ds est bien défini dans R.
ExXE
Par ailleurs e un produit d’applications continues & valeurs réelles est continu,
e la racine cubique d’une application continue a valeurs réelles est continue.

Donc la continuité de d entraine celle de E3 — R
(A, B, C)—(ABxACxBC)"*

E3 est encore un fermé borné de R
Une application continue d’un fermé borné de R® vers R est bornée et atteint ses bornes.

Donc  Sup (AB><ACxBC’)1/3 existe dans R. Donc d3 est bien défini dans R.

(A,B,C)eE3
IILA.2) Ona: V(A B,C)eE3 d(A B,C) = (ABxACxBC)"? < (dyxdaxds)'® = dy
Donc: d3= Sup d(AB,C) < ds
(A,B,C)EE3
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II.A3)Ona: V(A4,B,C)eE?® d(A,B,C) < Sup d(A,B,C") <  Sup [Sup d(A',B',C')]

C’'eE (A’,B")eE? LC'€E
Donc: d3= Sup d(A,B,C)<  Sup [Sup d(A',B',C')] = Sup [Sup d (A, B, C)]
(A,B,C)eE? (A’,B")eE? LC'EE (A,B)eE? LCEE
Deplus: V(A ,B)eE? Sup d(A,B,C)= Sup {d(A',B',C'), A=A B =B, C'c E}
ok < Sup {d(A",B,C"), (A,B,C")eE*} = Sup d(A B C") =ds

(A, B/,C")eE?

Donc : Sup [Sup d (A, B, C)] < d3 Donc, en regroupant : ds =  Sup [Sup d (A, B, C)]
(A,B)eE? LCEE (A,B)eE? LCeE

I1.B e Soient A, B, C trois points de F, F étant un segment de longueur a.
Quitte & permuter A, B, C, ce qui ne modifie pas la valeur de d (A, B, C), on peut imposer & B d’appartenir au
segment [4, C].
On aalors: AC = ABBC < a.
Donc : [d (A, B, C)]3 ABx(AB + BC)xBC = AB*BCABxBC? < AB*(a — AB)AB (a — AB)2

aAB? — AB® + a2AB — 20 AB? + AB3 = 42AB — a AB? = a[—A32 + aAB]
3

IA

a 2 (ZZ a
< “[—(AB—ﬁ) + r} =7
a a
Donc : V(A7 B7 C)€E3 d(A, B, C) < m donc dg < m
e Soient A et C les extrémités du segment E et B son milieu.
. /3 ra  q1l/3 2\ 13 a
Alors : d(4,B,C) = [ABxACxBC]'" = [3xaxg]"" = (£) " = 75
a
Donc: d3 > 15
Donc, en regroupant : si E est un segment de longueur a alors ds = 41;‘/3 .

I1.C.1) Soit H le milieu du segment [A, B]. Alors: AB = 2AH.
Le triangle OAB est isocele de sommet principal O donc (OH) est axe de symetrie du triangle OAB.

sin@‘ = Rx‘sinﬁ_Ta

— Rxsin 252 car f —a € [0, 7]

Donc : (07/,\0?) = %(07/,\0—3)) [r] et AH= OAx|sin (07/,\0—11))‘ = Rx

Donc : |si les angles polaires de deux points A et B de E ont pour mesures respectives « et 3 (avec 0 < a < f3),

alors AB = 2 Rsin B;a-
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II.C.2) Posons :  f : [a, ] — R

I6] |—>szn52 sm"’f
Ona: VBea,y] f(B) = —cosBTsmTﬁ - %sinB_Tacos# = %sm [Tﬁ — B—Ta} = %sm[QT‘M - ﬁ]
st - Be [t clma)
- A e
D’ou le tableau de variations : 0 |« QT'M ¥ Deplus: f (QTH) = sin —2 5 sin 5 2
J'(B) - 0+
B\ /
Donc [a, 7] — R atteint son maximum en QT‘M et ce maximum vaut sin2¥ .
I) Hsznﬁ_Taszn#
I1.C.3)Ona: Vte[0,1] g@'(t)=3t2xm—2t4><l>< ! r x[B(1—1*) -] = r x (3 — 4t?)
2 VTP V1P V-t
D’ou le tableau de variations : t |0 @ 1
Jo] = o =] 3
3/2 3/2
‘P(t)o/%\o Car@(§)2<?>\/l_2:% %:%

I1.C.4) e Soient A, B, C trois points de F et o , 3,7 les mesures dans [0, 27 de leurs angles polaires respectifs.
Quitte & permuter A, B, C, ce qui ne modifie pas la valeur de d (A, B, C)), on peut imposer : «a < <.

. 1/3 . —B . —a 1/3
Alors, d’apreés II.C.1) : d(A,B,C) = (ABxACxBC)'" = 2R (sm 5= xsin 155 xsin VT)

1/3 1/3
Donc, d'apres ILC.2) (A, B,C) < 2R [sin" 232 «sin 232 | " = 2R [2sin’ 5% xcos 232

1/3
< 24/3R (t?’\/l _t2) avec t = sin 23 € [0,1] car 0 <o <y < 27,

Done, d’aprés ILC.3) : d (A, B,C) < 24/33( ) — V3R
Donc: V(A,B,C)eE? d(A,B,C) < V3R donc ds < V3R.
e Choisissons maintenant A, B, C dans E telsque: a=0, 0= %’T, v = %’T .

Alors: d(A,B,C) = 2R[sm 5 sin g sin 2;]1/3 = 2R [73 73 @
Donc : ds > v3R.
Donc, en regroupant, si E est le cercle C(O, R) alors d3 = /3 R.
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ITII.A.1) On a : e D est une fonction de R" vers R,
e D est le produit de la composée de fonctions polynémes avec la fonction valeur absolue,
donc D est continue sur R",
e E™ clest a dire [-1,1]™ est un pavé fermé de R", E™ est donc un fermé borné de R™.
Donc la restriction de D a E™ est bornée et atteint ses bornes.
Donc: VnelN*\ {1} 3()\1,...,)\n)EE"/D()\l,...,)\n): Sup  D(x1,...,2,) = Dy

(Z17~~~7In)€E"

II1.A.2) Soit donc (A1, ..., Apy1), élément de E"*! tel que : Dpy1= DM, s Ant1)-

n  n+l n+1 n  ntl
Alors : Dn+1: H |)\j_)\i| = H H |)\j_)\i| = H2|)\j—)\1| X H H |)\j_)\i|
j=

1<i<j<n+1 i=1j=i+1 i=2 j=i+1

j=2 2<i<j<n+1 j=2 1<i’<j'<n

n+1 n+1
= (H RY _)‘1|> < I =Nl = (H |)\j—)\1|> x I N1 — Airga]

n+1
= (H BY; —)\1|> x D(Aay..oy Any1)
j=2

n+1
I 1A — Ml | x Dy
j=2

II1.A.3) Soit encore (A1, ..., Ant1), élément de E"* tel que : D1 = D (M, .., Adnt1)-
Permuter les \; ne modifie manifestement pas la valeur de D (A1, ..., A\pt1).
Donc, d’apres IILLA.2) : Vje[l,n+1] D, < IT X=Xl xDy
ie[1n+1]\{5}

Donc: D

IN

n+1

{

i =i—1
j=j-1

n+1
Donc: DI} < (1‘[ BY; —)\i|> xDrtl = T] |\ =X\l x Dt = [D (A, ..,)\n+1)]2 x Drtl
J=1 ie[1,n+1]\{5} (5,9)€l1,n+1]?
i#]
Or D(M,...,A41) = Dpy1 donc DI < DRtixD2?
Dés que les z; sont deux & deux distincts, on a: D (24, ...,2p41) > 0

Donc, puisque F est infini : Dy > 0

On obtient donc en divisant par D41 : DZ;% < Dt

2

2 2 2
III.A.4) On a : Dn—l < D;H—l — (Dn—l) (n=1)n(n+1) < (Dz+1) (n—1)n(n+1) — Dn(n—H) < D;lz(n—l) — dn+1 <d,

n+1 n+1 n+1

Donc, d’apres ITI.A.3), la suite (d")ne[N*\{l} est & termes dans R*T et décroissante.

Donc la suite (d")ne[N*\{l} converge.
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III.B.1) On a montré en I.B.3) : VnelN*, VPeP, wP) = Sup |P(x)| > Sup |fu(z)| = u(fn)
—1<z<1 —1<z<1
Donc: VneN* pu,= Inf p(P) > u(fn) > pn
PP,
1
Donc: VneN* u, = pu(fn) or p(fn) = T (cf. 1.LA.6)
— 1\
Donc : VHGN* my = \ Hn = (F) = 1—L
2 n
N ; . 1 1
II1.B.2) Immediatement : m = lim m, = lim T = =
n—+o0 n—-+oo0 21_E 2
III.B.3) e Soit (U")ne[N* une suite convergente de limite nulle.
Soit alors € fixé dans R*™.
Soit alors ng fixé dans IN* tel que : Vné€[[ng, oo |un| <e
S kup, Y kw2 Klul Y ku] %k
Alors: Vne[ng, +oo] =1 A=l F=notl =1 £x =notl
nn+1)| = nn+1) nn+1) nn+1)  nn+1)
sk lug] - C’est possible car le
Soit donc ny fixé dans [ng, +oo[ tel que : Vne[[ny, oo = < - | numérateur est constant et le
n(n+1) 2 ) .
n dénominateur tend vers +oo
kEl o e ¢ n e € n(n+1)
Alors: V = < = k= =
o ne[[n: oo nn+1)| — 2n(n+1)xk§1 2n(n+1) 2
Y k‘uk
k=1

Donc la suite ( > converge vers 0.
nEN*

n(n+1)
e Soit maintenant (U")ne[N* une suite convergente de limite I.

Posons : VnelN* v, = u, —[. Alors la suite (U")ne[N* converge vers 0.

5k S k(os+1) % kw, Xkl Dk
On a: VHEN* k§1 Uk _ Ig::l (Uk ) _ k=1 Uk k=1 _ k=1 Uk l X?’L(?’l + 1)
’ n(n+1) n(n+1) nn+1)nn+1) nn+1)nn+1) 2
S k
o l

= — - d’apres le premier alinéa.
nn+1)2 notoo 2 pressep
n

Y k‘uk

Donc : si la suite réelle (ou complexe) (un)n N+ converge vers [ alors la suite (%

l

converge vers — -
ne[N—* 2

mO02ctlcd.tex - page 9



n—1
I11.C.1) Soit (21, ..., 2pe1) un élément de E"! et P un élément de P, ; posons : P(X) = X" + k}] arX*.
=0

On ne change pas la valeur de V (z1,...,2,4+1) en ajoutant & sa derniére ligne la premiére multipliée par ag,
la seconde multipliée par a1, et ainsi de suite jusqu’a la n®™€ multipliée par a,_;.
U, 1 { ... 1
x ............ x
1 n+1 X1 e xn+1
On obtient ainsi : V (z1,...,&p41) = : : =
:L,Tl—l ............ xn_l n- 1 n- 1
1 1 -1 .. -
n—1 nnj; ! Tnt1
o+ B oawal v ahat ¥ oawaky, | [ P(21) o Plang)
k=0 k=0
1 ... 1
X1 . xn+1
Donc: VneN* VPEP,, V(x1,...,0n11) EE" V(xy, ..., 2041) = :
n—1 n—1
! o Ta

P(xy) -+ P(wny1)

II1.C.2) Soient n un élément de N* \ {1}, (z1,...,%n4+1) un élément de E"Tlet P un élément de P,,.
En développant le déterminant obtenu en ITI.C.1 par rapport a sa derniére ligne, on obtient :

1 - 1 1 - 1
n+1 1 0 Tk—1 Tk+1 " Tp4l
Vv (.1'1, RS .Z'n+1) = kz_zl(_l)n+1+kp(‘rk) . .
1 1 om1 1
) YTy TRy T
n+
= k_l(—l)"+1+kP(xk) V(21 oy B 1y Tt ly -+ vy Trug1)
Donc : D(l‘l, . ..,xn+1)= H |)\J _)‘il = ‘ H ()\J _)\i) = |V(l‘1, . ..,.Z‘n+1)|
1<i<j<n+1 1<i<j<n+1
n+1
= ki_ll(—l)"’LHkP(l“k) V(@1 Tty Thopds - - - $n+1)‘
n+71

IN

n+1
k§_31|P($k)|X|V(JC1,--,xk—1,$k+1,--,$n+1)| = kE_II |P(z)|xD (21, .., The1, Tt 1, -r Trg1)
n+1
Donc: VneN*\{l}, VPeP,, V(z1,...,2n+1) EE"™ D(z1,...,2p41) < k}] w(P)D,, = (n+ 1) u(P) Dy,
=1
Donc: VnelN*\{1}, VPeP, Dyy1 < (n+1)u(P)D,.
Donc: VnelN*\{1} D, < (n+1)p,D, = (n+1)m?D,.

n(n+1) n(n—1)

Donc: VneN*\{l1} d,5 < (n+1)d, > m].
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IT1.C.3) Soient n fixé dans N* \ {1} et (z1,...,2,41) fixé dans E"*L Posons : P(X) = (X — ;)
Par définition de Dy,y1 ona: Dypy1 > D(x1,...,Tpt1)- =1
D’apres le début de ITII.C.2), puisque P(z1) == P(z,) =0 ona: D(21,..,Tn41)= |P(@ns1)xV (21, ..
= |P(xn+1)|

Donc: VneN"\{1}, V(z1,...,2n41) EE" Dpyy > [P(xpg)|xD (21, ..., 25)

Donc: VneN*\{1} Dpi1> Sup |P(zn41)| x Sup D(x1,...,34) = p(P)xDyp > pinxDy
Tnt1E€EE (T15e.,mn)EE
n(nt1) n(n—1)

Donc: VneN*\{l} d,,; > mpxd, ?

n(n—1) n(nt1)
2

ITI.C.4) D’apres IIL.C.3) : VnelN"\ {1} mpxd, > < d, ]
Dapres IILA.4) : VneN“\ {1} 0 < dps1 < dn

nn=1) n(n—1)
d_? dpii\ " T
Donc: VnelN*\{l} m! < n—:}n,l) = ( d+1> x dppy < dpgy
dn 2 n
Donc: VnelN*\{1} m, < d,11
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Kk + 1 k(k — 1
IIL.C.5) Diapres ILC.2) : VkeN\ {1} D 0 <+ 1)(7)

5 IndikIlnmg
Donc: VneN*\{1} X kinmp ¥ In(k+1)> % (7+)lndk+1 - ¥ kk—1)
k=2 k=2 k=2 /2 ) k= 2
ntl (K = 1)k n k(k—1
k=3 2 k=2 2
1
> @lndn+1 —Inds
5 klnmy, 5 In(k+1)
« 1 k=1 lnm1 k=2 In dQ
D . VnelN 1 —Ind,+1 < —
one ne€NTA {1} g M ntl = n(n+1) nn+1) nn+1) nn+1)
Or: e d’apres ITI.A.4) : la suite (d")ne[N*\{l} converge Veis d,
d’apres ITIL.B.2) : lla suite (m")ne[N* CONVerge Vers -
d’apres II1.C.4) : 5 = m = nﬁTwmn < nl—Z»T dpy1 = d,
donc la suite (ln d"+1)neN* converge vers (nd;
f: kinmy Inm
e d’apres IT11.B.3) : la suite k=1 converge vers ;
“n(n+1)
.. . nm1 lnd2
e d’évidence, les suites convergent vers 0;
n(n+ 1 ne[N* n(n+ 1) nelN”
5 In(k+1)
- In(n+1) In(n+1)
lus : VnelN*\ {1} 0< *=2 < - 0,
e deplus: VnelN*\ {1} 0< 2T S TamED) T I —
5 In (k+1)
. k=2
donc la suite <71> converge vers 0.
n(n+1) N\ (1)

1 1
Dong, en faisant tendre n vers +o00, on obtient —ind < —Inm donc d < m

Or on a vu comme conséquence de ITI.C.4) m < d, onadonc d = m =

|~
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