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E3A — MP — Maths 2
Partie I

Une fonction f : I — R est convexe sur 'intervalle I si, pour tout (z,y) € I? et tout 6 € ]0,1], on a
F(1=0)z +0y) < (1-0)f(x) +0f(y).

La fonction exponentielle est de classe C? sur R et sa dérivée seconde y est positive, elle est donc
convexe sur R.

Appliquons la définition vue en 1. avec f = exp et (x,y) = (Inb,Ilna). On obtient
exp(flna+ (1 —60)Inb) < Gelm e 4+ (1 — et

qui constitue le résultat demandé.

Partie I1

X x

v
(a) On a immédiatement / it =2 ;u
u
(b) La fonction intégrée étant positive, il revient au méme d’étudier la convergence (non absolue)
de Pintégrale. Or, la fonction intégrée est définie et continue sur ]0,1], et la question précédente
montre que ful t*~1 dt a pour limite 1/z quand u tend vers 0 (puisque z > 0).
L’intégrale est donc absolument convergente et vaut 1/x.
Remarque : cela semble étre ce qu’attend I’énoncé au vu de la question (a); mais Riemann donne
évidemment la convergence immédiatement.

. Lafonction t — t*~le~! est définie, continue et positive sur ]0, 1], et majorée par la fonction intégrable

t — t*~1; elle est donc bien intégrable sur 0, 1].
(a) Puisque z > 0, on sait que t*/2Int tend vers 0 en 0 (croissances comparées).

(b) La fonction t — (Int)t*~le~! est définie et continue sur ]0,1]. D’autre part, la question (a)
montre que Int = o(t~%/?) au voisinage de 0, et donc  (Int)t*~le™t = o(t*/2~1e~t) en 0.
Puisque 2/2 > 0, la fonction positive t — t*/2~ et

t — (Int)t* te~! lest aussi.

est intégrable sur |0, 1] d’aprés 5. ; par suite,

(a) Soit ¢ €10, 1]. La fonction x +— t*~1 = @~V 0 ot alors décroissante sur [u, v] (puisque Int < 0) ;
on a donc bien |(Int)*t*~te~!| = (Int)**~'e~" < (Int)*t"~! puisque tous les facteurs sont
positifs.

(b) On raisonne comme en 6.(b) : on a aussi (Int)?> = o(t*/?) en 0, et donc  (Int)*t* et =
o(t*/?=1e=t) en 0, ce qui suffit & garantir I'intégrabilité.

. Soit [u,v] C R%. On applique, sur [u, v], le théoréme de dérivation des intégrales & paramétre, version

dérivées successives. Posons, pour t € ]0,1] et € [u,v], f(z,t) = t*"le~t. On a alors :
e pour tout z € [u,v], f(z,-) est continue par morceaux et intégrable sur ]0,1] (question 5.);
o f admet des dérivées partielles premiére et seconde par rapport & = en tout point de [u,v] x ]0,1];

of

e pour tout x € [u, v], la fonction ¢ — a—(x, t) = (Int)t* ‘e~ est continue par morceaux et intégrable
x

sur ]0,1] (question 6.) ;
e enfin, Vz € [u,v] V¥t € ]0,1] ’ ’ |(Ine)?t"Te™| < (Int)*t“ 'e™" = @(t) et ¢ est

continue par morceaux et intégrable sur ]0 1] (question 7.).
On peut alors conclure que F est de classe C? sur [u,v], et ce pour tout [u,v] C R%, donc que F est
de classe C? sur R% ; et que, pour tout x > 0,
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Fl(z)= | —=(z,t)dt= /O(IHt)t”“'_le_tdt et F'(z)= o 5 (x,t) dt = /O(lnt)Qt”“'_le_tdt
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Partie III

. On a par exemple (Int)? = o(t) en 400 par croissances comparées, donc (Int)2t*~te=t/2 = o(t%e~t/?);

—t/2

puisque t%e a pour limite 0 en +oo, c’est aussi le cas pour (Int)?t*~le=t/2.

La fonction t — (Int)%t*~le~! est définie et continue par morceaux sur [1, +oo[; la question 9. montre
qu’elle est négligeable devant e~*/? en +o0.

Puisque ¢ — e~*/2 est positive et notoirement intégrable sur [1,4-00[ (car négligeable devant 1/t? par
exemple), t — (Int)?t*Le~t est elle aussi intégrable sur [1, +o0].

Enfin, puisque In¢ tend vers +00 en 400, les fonctions proposées en (a) et (b) sont négligeables devant
|(Int)?t*~'e*| en +o0, donc sont elles aussi intégrables sur [1, +ool.

La démonstration est quasi identique & celle de la question 8. La seule différence notable est qu’ici,

pour tout ¢ € [1,+00], la fonction x — t*~! est croissante; il faut donc dominer (Int)?t*~te~! par la

valeur pour z = v au lieu de x = u.

Partie IV

Les facteurs étant de classe C! sur R’ , on peut intégrer par parties, en primitivant le facteur e~ :

+o0 +oo
Fz+1) = / tre tdt = [—tzeft];og + / ot et dt = 2T (2)
0 0

I'intégration par parties étant justifiée par le fait que la fonction dans le crochet a des limites finies
(nulles) en 0 et +oo.

On a immeédiatement T'(1) = f0+oo e tdt = [—e !5 = 1.

On a classiquement I'(n) = (n — 1)! pour tout n € N*, ce qui s’établit par une récurrence immédiate 3
I’aide des deux questions précédentes.

En particulier, I'(1) = I'(2) = 1. Puisque T est continue sur [1, 2] et dérivable sur |1, 2[, le théoréme de
Rolle montre que IV ’annule au moins une fois sur |1, 2[.

Soit x € R ; on sait que I''(z) = 0+OC(1n t)%t*~te=t dt. La fonction t — (Int)%t*~le~t est continue,
positive, et non identiquement nulle sur R ; par suite, I'’(x) > 0.

Cela étant vrai pour tout > 0, I' est donc bien convexe sur R .

Puisque I'” est strictement positive, I est strictement croissante sur RY.

On a prouvé en 15. que IV s’annule en au moins un point « € ]1,2[. La stricte croissance de I'" montre

que c’est son seul point d’annulation, et que IV est négative sur |0, o[, positive sur |a, +oo[; par suite,
" est décroissante sur |0, af, croissante sur Ja, +00[, et donc admet un minimum global en a.

Il reste a étudier le comportement de I' aux bornes du domaine de définition.

. . Pz+1) T(1) 1 . L .
Au voisinage de 0, T'(z) = ———~ ~ — = Z puisque I' est en particulier continue en 1; par
suite, I' tend vers +o00 en 0.
Au voisinage de +o0o, I est croissante, donc admet une limite, finie ou infinie; et cette limite est +oo
puisque I'(n) = (n — 1)! a pour limite +oc.

On en déduit aisément le tracé de la courbe.

Partie V

La fonction x — In(e®®) = cx est affine, donc convexe (et concave) ;  — €°® est donc bien In-convexe.

Soient (z,y) € I? et 6 € [0,1]. En appliquant la fonction exponentielle (croissante) a I'inégalité qui
caractérise la In-convexité, on obtient

F(0z + (1= 0)y) <exp(0In(f(x)) + (1 —0)In(f(y)) = f(=)°f(y)'°

La question 3 donne alors  f(2)?f(y)*=% < 0f(z) + (1 —0)f(y) en prenant a = f(x) et b = f(y).
On a donc bien prouvé I'inégalité caractérisant la convexité de f.
La réciproque est fausse : la fonction x — x est convexe sur RY , mais z — Inx ne I'est pas.



21. (a) 1l suffit d’écrire I'inégalité g.(0z + (1 — 0)y) < Oge(z) + (1 — 6)ge(y) puis de la diviser par
exp(fz + (1 — 0)y).
(b) i. Puisque 1 — 0, 0, y — x et f(y) sont strictement positifs, le deuxiéme terme de la somme a
pour limite +00 quand ¢ tend vers +o0o. Le premier terme étant clairement positif, H(c) a
pour limite 400 en 4o0.

ii. Dans la formule définissant H(co), on remplace e =% par f(y)/f(x); on obtient

-0
;53_9 f()

=0f(2)"f(y)' 0 + L= 0)f (@)’ f(y)' =0 = f(2)° Fly)'~°

iii. Puisque H' s’annule en changeant de signe en ¢, et que H tend vers +oo en +o0o, H ne peut
étre que décroissante sur [0, cgl, et croissante sur [co, +oo[; H admet donc un minimum en
Co.

1-6
Hie) =0 5555 F(0) + (1 -0

)1—9

(¢) Puisque 'inégalité du (a) est vraie pour tout ¢ > 0, elle est en particulier vraie pour ¢ = ¢ ; donc

F(0x + (1 - 0)y) < H(co) = fla)? fly)'~?

En composant par In (croissante), on obtient I’inégalité qui caractérise la In-convexité de f.

22. La fonction ¢, ¢ est de la forme # — ae®®, avec b = ¢ +In6 et a = e=?/0 > 0; par suite, pour tout
x>0, @) ="bpco(x) >0, et donc @ g est convexe sur RY.

23. La fonction I' prend bien ses valeurs dans R* (intégrale d’une fonction continue positive non identi-
quement nulle).

Soit d’autre part ¢ > 0. Soit A :  — e“®T'(z) ; notons que, pour tout z > 0,

+o0 +oo
A(z) :/ tT et dtz/ Pet(z)dt
0 0

Soient enfin (z,y) € (R%)? et 6 € [0,1]. On a alors
+oo
Az + (1-0)y) = / Pei(0z + (1 — 0)y) dt
0

+o00o
< [ e+ (- et @t (comvesite de
=0A(x) + (1 — O)A(y)

La fonction A est donc convexe, et ce pour tout ¢ > 0; d’aprés la question 21., la fonction I' est donc
In-convexe.

Partie VI

24. On démontre comme & la question 14. que g(n) = (n — 1)! pour tout n € N*.

25. (a) La fonction G est convexe sur R% . On sait qu’alors, pour tout (a,b,c) € (R%)? tel que a < b < ¢,
. G(b) — G(a) o G(c) — G(a) o G(c) — G(b)

(inégalités des pentes).

b—a = c—a = c—b
En particulier, 0 < n —1 < n < n + z, donc G(:)—_(f(—nl_) D = Gn) —Gn —-1) <
Gln+a) - Gln—1) < Gn+z) — G(n) = Gln+2) — G(n) qui donne la premiére des in-
(n+2z)—(n—1) (n+2x)—n x

égalités demandées ; la deuxiéme s’obtient de méme en utilisant n <n+2x <n+ 1.

(b) On multiplie ’encadrement par « > 0, et on remplace G par Ing; on obtient

" 1
9(n) <ln g(n + ) <zln gln+1) soit In(n—1)°<In glw + n') <Inn”

g(n—1) g(n) g(n) (n—1)

en utilisant g(p) = (p — 1)! pour p € N*; on en tire immédiatement ’encadrement demandé.

zln




26. En utilisant la relation g(z+1) = zg(z), une récurrence immédiate fournit, pour tout n € N*, g(z+n) =
z(@x+1)---(z+n—1)g(x).
Remplagons g(x + n) par cette expression dans I'inégalité de la question précédente : on obtient

27.

28.

(n—1)%mn-1)! ~ on—1 (n—1)%(n—-2)! n*(n —1)!

r(x+1)---(x+n—-1) z+n—-1laz@x+1)---(z+n-2) S9@) < z(z+1)---(x+n-—1)

ce qui constitue 'encadrement demandé.

(a)

(c)

La fonction ¢ — (1 +#)® est de classe C*° sur R, de dérivée seconde t — x(z — 1)(1 + t)*~2
négative puisque z € ]0, 1] : elle est donc concave.

La courbe est donc sous ses tangentes, en particulier sous sa tangente en 0; ce qui donne, pour
tout t e Ry, (14+8)* <1+at quiestinégalité demandée.

On a clairement u,(z) > 0 pour tout n. D’autre part, toujours pour tout n > 2,

unp1(z) _ (n+1)* n _<1+1>”“ T

un(x)  n®  x+n n) xz+n > n) z+n

en utilisant la question précédente avec o = 1/n > 0; la suite (un(x)) est donc décroissante.

La suite est décroissante et minorée par g(z), donc elle converge vers une limite ¢(z). On peut
alors passer a la limite dans ’encadrement de la question 26. pour obtenir ¢(z) < g(z) < 4(x)
et donc {(x) = g(x).

La fonction T' vérifie elle aussi les trois propriétés imposées a g au début de cette partie. On peut
donc appliquer les résultats des questions précédentes & I'; en particulier, pour tout = € ]0,1[, T'(z) =
limy, s 0o un(x) = g(x). Par suite, I' = ¢ sur ]0, 1], puisque I'(1) = g(1) = 1.

Les relations I'(x + 1) = 2I'(z) et g(z + 1) = zg(x) permettent alors de montrer par récurrence que,
pour tout « € ]0,1] et tout n € N, T'(x + n) = g(x 4+ n) ; autrement dit, I' = g sur |n,n + 1] pour tout
n €N, et donc I' = g sur RY..



