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OPTIONS M, P’ ET TA ~ lERE EPREUVE DE MATHEMATIQUES

(DUREE : 4 HEURES)

L'énoncé de cette épreuve, commune aux candidats des options M, P' et TA
comporte 4 pages.

I1 est demandé expressément aux candidats de donner des démonstrations précises et
rigoureuses. Aucun raisonnement vague ou insuffisant ne sera pris en considération par le
correcteur.

Dans tout le probléme, le corps de base utilisé est le corps des complexes € ;

si z est un nombre complexe, z est le nombre complexe conjugué.

Soituﬂpn_l'eSpace vectoriel sur € des matrices carrées A d'ordre n :

%12t %
A= L3 3 - 3y
2n1 82 " %m
Par définition :
- t:A est la matrice transposée de A (si A = (aij) t:A = (aji) )
- A est la matrice complexe conjuguée de A (si A= (ai;) A= (;ij))
a4
n . .. % t-
- A est la matrice adjointe de A (A = "A).

PARTIE I

. . .. . . - =
Une matrice A deoﬂﬁlest dite unitaire si et seulement si A.A = A A =1 ;

I est la.matrice unité. SoiCQIall'ensemble des matrices unitaires.

1°) Démontrer que 1bn est un groupe multiplicatif ; est-il commutatif ?

QJJnest—il un sous-espace vectoriel decMJn?

2°) Soit A une matrice de %bz:

»
a b
A=
c d
2.1. Démontrer qu'il existe un réel 6 tel que : ad-bc = e .

Ce réel 8 est-il unique ?

2.2, Trouver la forme générale des matrices unitaires deibzau moyen des trois
paramétres a, b et 8 ; (exprimer c en fonction de b et de #, d en fonction de a
et de 8).
Préciser la condition nécessaire et suffisante sur a, b et 8 pour que la matrice A

soit unitaire.
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2.3. a) Soient les nombres complexes :
=0 elal z, = L el%

z 2 0 3

1

Qs 0y, ¢, p, r sont tous des réels ; de plus :

p>0 r »0 o) -a, # km  k entier relatif.

Soit : ¥y =a ta, .
Démontrer que si la relation
z,+2, = 23425 e

est vérifiée, le réel p est égal a 1.

b) Démontrer, en utilisant les résultats précédents que les valeurs propres

d'une matrice A deibzont un module &gal 3 I.

3°) Dans cette question : n > 2.

Soit En 1'espace vectoriel sur € , de dimension n, des suites finies u = (ul’uZ""’un>

de nombres complexes uj ; 3=1,2,...,n.
3.1. Pour deux éléments u et v de En soit
n
(ulv) = Z u v,

i=1

vérifier que (ujv) est ug produit scalaire hermitien ; c'est-3-dire

(‘u + uv l w) = )\(u|w) + ‘u’(v]w) A,u€ ¢t u,v,w €En
(ulv) = W
I1 sera posé dans la suite : || ulil = (u|u)V2

Dans la suite, En est muni d'une base (el,e .,en) supposée orthonormée ;

gt
c'est~a~dire :

(e.le.) =6§,, = bosii=]
B 1 0 sii#]j

3.2. Soit A un endomorphisme de,En 3 A est représenté dans la base (e],ez,...,en)

par une matrice, notée encore A, définie par

i=1i
Démontrer que A est unitaire si et seulement si

(AulAv) = (u[v) Yu, vEE .

T

3.3. Démontrer que le module d'une valeur propre A d'une matrice unitaire est égal a 1.
3.4, Soit A une valeur propre d'une matrice unitaire A ; soit EA 1'ensemble
EX = {x| xEE“ : Ax = Ax }

Montrer que EA est un sous-espace vectoriel ; montrer que, si X] et A, sont deux valeurs propres

distinctes de A, les sous—espaces EX et E\ sont orthogonaux.

1 2
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4°) Application. Soit U :
‘ 2i 5 0
3 3
/5 2
v i 30
0 0 1

Vérifier que U est une matrice unitaire ; calculer ses valeurs propres ; vérifier que leur

module vaut 1.

5°%) Soientﬁn et t; les sous—ensembles dec)tgndéfinis par

o= (T] T€My: i T= (e £y =0sii<i)

‘G;é{rl Te‘Z;n:siT=(c..) Vi t..>0}

ij ii

5.1, Démontrer quea est un sous—-espace vectoriel dec)bn; est~ce un groupe multi-
plicatif ?

+
5.2. Démontrer que Gn est un groupe multiplicatif ; est-ce un sous-espace vectoriel

"
de t}fon ?
- . - + . . . .
5.3. Démontrer que toute matrice V appartenant aEn unitaire est une matrice diagonale
(c'est-a-dire : si V = (vij) i#4) wv..=0).

En déduire que V=1I.

PARTIE II

1°) Soit E3, 1'espace défini 3 la question n°3 de la partie I, muni du produit scalaire

hermitien et rapporté a une base orthonormée ; soit B la matrice :

2 V5 0
B = (bij) = 0 1 0
0 0 I

Soit VisVysVy les vecteurs lignes de la matrice B :

v, = (b

i i1°Pizebyy)  1=1,2,3 .

1.1, Montrer qu'il est possible de choisir des scalaires A,u,v tels que
les vecteurs w],wz,w3 définis par les relatioms :

Wl=Vl

Yy TV

3 % V3 T HW Ve,

sont indépendants et orthogonaux deux i deux.

+ )\w]

w

1.2. Soit w{, w!, wé les vecteurs définis par la relation :

1
w]!_ = v, i=1,2,3
X

Montrer que la matrice U, dont les vecteurs lignes sont les vecteurs w! est une matrice unitaire.

+
1.3. Démontrer qu'il existe un &lément unique T deT;3 tel que B = T.U
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2°) Soit C une matrice deon%xinversible s soit VisVas ceesV les vecteurs de En de
coordonnées les coefficients des lignes de C :

Cs= (cij) v, = (cil’ciZ"°"cin) i=1,2,...,n.
2.1. Montrer que la suite des vecteurs vy i=1,2,...,n est une base de En .

2.2. Montrer qu'il est possible de dé&terminer des scalaires aij tels que les

vecteurs w, i=1,2,...,n définis par les relations :

V=V, T B
ces p-]

w s v - Q. w
P P Z ip i
i=

-

w = Vv - E a. w

n n in 1
i=]

sont orthogonaux deux 3 deux et indépendants.

2.3. Montrer qu'il existe des scalaires Bij tels que :
p-1
wp = vp - ' Bip v, p=1,2,...,0 .

Donner une relation de récurrence permettant de calculer ces scalaires Bi' .

2.4. Soit U la matrice dont les vecteurs lignes sont les vecteurs w{ i=1,2,...,n0

définis par la relation 1
w! = w.
i

S PN

Montrer que U est une matrice unitaire.

+
2.5. Soit R la matrice appartenant a?Sn définie par :

B'i

~ = si j<i
™

R = .. ax = .

(rlJ) tlj ‘ ! si j =i
™

0 si j>1i

Montrer : U = R.C

+
2.6. En déduire qu’il existe une matrice S de Z;n telle que : C = S.U

Prouver 1'unicitd d'une telle matrice S



