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Analnse
PREMIERE PARTIE
1 1
1. 1,
vz el a(z) = (1—m)2+1—m
1
donc |A: z — + In est une primitive de a sur 1
11—z 11—z

2. Soit ¢: I — R, dérivable sur I telle que Ve € T o(z) # 0
) o' (z) 2—=
alors ¢ solution de (F) sur [ <= Ve € 1 =
w o)~ (-a)

1 1 1
x> 1 = Y-z
P eXp(l—m+n1—m 1—z"

Or I’ensemble S des solutions de (F) sur I est une droite vectorielle

1
donc |S = {z — )\1—61/1_””, AER}
—z

convient

3. Au voisinage de 0 :
1 2 3 3
el/l—z — (1 +x+ :L‘Z + 1‘3—|— 0(1‘3))6(1+z+z +z°4o0(z?))

fo)=

1—2

3 13
=e(l+z+22+23+0(2®)(1+ 2+ 51'2 + 5 + o(m?’))

7 17
=e(l+ 22+ 51'2 + ?m?’ + o(m?’))

f(z) =e(1 422+ ;mz + 13—71'3 + o(2?))

DEUXIEME PARTIE

1
4. Ve el fO(z)=-——e"'"" donc Py = X convient

1_ 2
Soit n € N tel que Ve € T f")(m):Pn(l1 )61/1_””
-
1 1 1 1
(n+1) — / 1/1-2
alorsVe el f (z) ((1—m)2pn(1—m)+(1—m)zpn(1—m))e

=Py (1;) e/1=7 avec Poyi1(X) = X2 (Pa(X) + P! (X))

1—2

VYn € N,3P, € R[X]tel que Ve € I f*)(z) = P, (L) el/1-x

5. Ph=X

P = X3+ X?

Py = X5 4+4X44+2X8
P3=X"+9X%+18X° +6X*

6. f est solution de (F) sur I donc Vo € 1 (1—2)2f'(z) = (2—z)f(z)

Posons g:z + (1 —z)? ; h:z — 2 — x et dérivons n fois :
n

Ve el é (Z)g(k)(m)f'(”_k)(m) = (Z) h) () £"=F) () donc

k=0
n(n—1

(1= 2)27 4 (@) + n(~2)(1 - 2) /) (2) + Lo =1(z) = (2 = 2) ) () + n(=1) f"~D(z) donc

o (L) - (L s (117) - () e (1)

d
P”“(l (1—m+<1—1m>2+1im)]’”(1im)‘(?1(71—;;3+<1—nm>2)]’”‘1(1im)
(20X + X2 + X)Po(X) — 02X Py_y(X)

xr
donc Pp41(X
|Pasi(X) = (20 + DX + X?)Py(X) = 0’ X Po_y(X) |

) =
(




TROISIEME PARTIE

7. D’aprés la définition de P,, on a f(*)(0) = P,(1)e
et en utilisant 6. on trouve : P,1(1) = (2n + 14+ 1)P,(1) — n?P,_1(1)
donc ‘an+1 =2(n+ an — n%an_1

8. a) Comme f est de classe C° sur I, son développement limité en 0 est un développement de Taylor-Young,

ag = f(o)(O) =e

fa = 2e
donc (ZE ;_76
£3)(0) = 34e

Conséquence : si on applique 7. avec n = 3, on trouve : a4 = 209e

b) Au voisinage de 0 :

7 17 4 209 , 4
f(z) = <1+2m+2m+3 —|—24m + o(z")
9. D’aprés I'inégalité de Taylor-Lagrange appliquée a la fonction exponentielle sur [0, 1] :
"1 1p+! e
— Z = — — Sup exp(”"'l)‘ <
il = (p+ 1! o (p+1)!
or plil_rl_noo m = 0 donc li;n(up) =e
P P P .
1 i+ 1)! (i+1)
10. a) Vp>1 S,(0 —Z—!_upets :Z e :Z p =up_1+up
i=0 i=0 i=0
b) S,(0) = u, donc hrnS 0) =
Sp(1) = up_1 + u, donc lim S, (0) = 2e
P
11. Vn,p e N* :

Sp(n+1) = (2n+2)S,(n) +n?Sp(n = 1)=

!
< (i)

donc [ Sy (n+1) — (20 +2)S,(n) + n*Sy(n — 1) = Sp_1(n) — :s*p(n) |

12. Conséquence : Vn,p e N* Sp(n+1) = (2n+1)Sp(n) + Sp—1(n) — n2Sp(n — 1)
Démonstration par récurrence :

On sait déja que (Sp(O))p et (Sp(l))p convergent,.

Soit n € N* tel que (Sp(n))p et (Sp(n— 1))p convergent

alors (Sp_l(n))p converge également (suite extraite de (Sp(n))p)

done (Sp(n + 1))p converge (vers (2n + 2) li;nSp(n) —n? li;n Sp(n — 1))

‘CC :VneN  p— S,(n) converge‘

ln+1 = (271 + 2)1 — nzln_l
lo €, ll = 2e
On montre par récurrence qu’il existe exactement une suite vérifiant ces conditions. Or c’est la cas de (ay,)

donc Vn € N an =1, = lim Sy (n)
P

Conclusion :

P N P N1
a, = lim ZM: lim n! (n—|—z)'_
o0 £~ (i) e n 7!

13. Si on note I, =1lim S,(n), on a : {
P




Algebre et gtometrie
PREMIERE PARTIE

1. f(@)="
Soit X un vecteur de Q. Alors 3z, y € R tel que X=27 + y7 + (—z — y)?
alors f(?) =% + y_z'> + (—z — y)7 donc f(?) €EQ
donc |Q est stable par f|
2.2) 7 €Q

V3 -
W= (7 - F)

donec @ € Q

Comme @ est de dimension 2, il suffit de montrer que (¥, @) est un systéme libre :

Soient A, u € R tels que A¥ + uw = o]

A=0 3
1 3
alors (sur les coordonnées) : _5)‘ + o H= 0 done A = =0
1, V3
B W AP
gr g # =0

donc (¥, ) est une base de Q‘

b) (%, 7, W) n’est pas une base orthonormée directe de F, car & et W ne sont pas normés.

par contre c’est une base orthogonale directe

1
—— =cosf 1
cosf = ——
donc f() = cos 0V + sin W <~ —lz—lcosﬁ—k@sinﬁ = 2
57 72 5 g V3
1 3 sinf = ——
1=—=cosf — —sinf
2 2
4 .
6 = — convient
On vérifie que pour cette valeur de #, on a bien f(@) = —sin % +cos % (on a bien f(W) = ?7— ?7)

. _ 4 _ w
d) Slonnotev\r_metw_W

et si on oriente () a I’aide de la base (V}, W), (V}, W) est une base orthonormée directe de @, les formules
du ¢) s’appliquent & V et W au lieu de ¥ et w,

4
et cela permet d’identifier fjg comme la rotation d’angle ?ﬂ-
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1 1 1
3.a) X, = |1 Xo=|j Xz=| j°
1 j? J
1 1 1
donc|P=|1 4 j?
15>
b) |[PP =3I
4. 2)[JX1 = X1 ; JXo = jXo; JX3 = j° X3
1 0 0
b) Conséquence : JP = (X, jXo j72X3)=P|0 j O
0 0 j2
1 0 0
donc|JP=PAavecA=|0 5 0
0 0 j2

5. On note que J? =

ai; G122 413
Soit M = ag1 dg9 A93

o o
o O~

a31 a3z @33



@13 a1 aig a1 dz2 (33

alors MJ = agz ag1 A9y et JM = asy azg dss
az3z asi1 asz a1 a1z ais
@11 = A22 = @33 a1 @12 ais
donc MJ = JM <+— a13 = @91 = azy < M = aiz ai1 a12
a1 = A23 = @31 a2 @13 a1l

done |[C(J) = {al + 8 +7J% o, 8,7 € C} = Vect(I, J, J?)]
b) (I,J,J?) est une famille génératrice de C'(J)
de plus, on montre aisément que cette famille est libre donc

‘(I, J, J?) est une base de C(J), donc C(J) est de dimension 3‘

a b c
6. a) M(a,b,c)=al +bJ+cJ?=[c a b
b ¢ a
D(a,b,¢) = P~Yal +bJ + ¢J?)P = aP~ ' IP +bP Y JP + ¢cP71J2P = al 4+ bA + cA?
a+b+c 0 0
donc | D(a,b,c) = 0 a+bj+ cj? 0
0 0 a—|—bj2—|-cj

b) |det D(a,b,¢) = (a+ b+ c)(a+ bj + cj?)(a+ bj? + cj) ‘
‘detM(a,b,c):a3—|—b3+c3—3abc
c) or det D(a, b, c) = det M(a,b,c)
donc a® + b3 + ¢3 — 3abe = (a+ b+ c)(a + bj + ¢j?)(a + bj? + cj)
a+b+c=0 ou
d) M(a,b,c) est singuliere <= det(M(a,b,c)) =0<= { a+bj+cj>=0 ou
a+bj2+¢j=0
La condition a + b + ¢ = 0 traduit que O est le centre de gravité de (T')

(T) est équilatéral ”direct” ssi A est I'image de C par la rotation de centre B, d’angle g ssia—b=e™/3(c—b)

ssia—b=(—j2)(c—b)ssia—b(1+j2)+cj?=0ssia+bj+cj?=0
De méme : (T) est équilatéral ”indirect” ssi a + bj? + cj = 0

donc ‘M(a, b, c) est singuliére ssi (7') est équilatéral ou O est son centre de gravité

TROISIEME PARTIE

dnt1 = Aby + (1 = A)ep
T bpy1 = Aep + (1= Na,
Cn41 = Aa, + ( A) n
0 A 1-AX
donc Ypp1=| 1—=X 0 A Y.,

A 1—X 0
donc Ypqp1 = M(0, A, 1 =AY,
donc PZp 411 = M(0,\,1—A)PZ,
donc Z,41 = P7IM(0,\, 1= \)P2Z,
donc [ Zn41 = D(0,X,1 =) Z, |

1 0 0
DOMNT=X) = |0 Xj+(1-2X)j?
0 0 A2+ (1= X))
1 0 0
donc | D(0O, A, 1—=X)" = [0 (Aj+ (1—=N)j*)" 0
0 0 (A3% + (1= 2)j)"

. 12 —
a) (Aj+ (1 - )\)jz)”)n converge ssi {i‘i _||_)‘§.1+ (i‘)z )‘)_jzl| <1
or A\j+ (1 —=X)j?2 =1 <= X\ = —j, ce qui est exclu car A € R
donc la suite ((Aj + (1 — )\)jz)”)n converge ssi [Aj+ (1 —X)j52| < 1ssi (Aj+ (1 =A)H N2+ (1=N)j) <1
ssi A(X — 1) < 0ssi A €]0,1]

‘(()\_] +(1- )n converge ssi A €]0, 1[‘
b) V¥n € N Zn = (D(0, A, 1 = X)) 7,
Qnp
donc, si on note 7, = | Gn

Tn



ap = Qo
ona:VneN Bn = (Aj+ (1=X)5%)"B
¥n = (A% + (1= X)) 70
donc si les conditions du a) sont réalisées, les suites (@), (8n), (yn) convergent
Or Y, = PZ,, donc les suites (ay), (bn), (cn) sont combinaisons linéaires des suites (o), (8n), (n), donc
elles convergent également

‘Si les conditions du a) sont réalisées, les suites (a,), (byn), (cn) convergent‘

10. a) d’aprés 7., 0on a apy1 + bpy1 + engp1 = an + by + ¢n
an = an + ﬂn + Yn
b) Y, = PZ, donc { b, = an + 7080 + j%Yn
tn = an + 700 + Jn
or (ay) est une suite constante, alors que (8,) et (v,) convergent vers 0

donc ‘(an), (bn), (cn) convergent bien vers la méme limite : ao‘

c) (an), (bn), (cn) convergent vers la méme limite et la suite (@, + by, + ¢,,) est une suite constante égale a
a+b+e

at+b+ec
3

donc |lim(a,) = lim(b,) = lim(e,) =




