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MATHEMATIQUES

Les canaidats sont pries de mentionner de facon apparente sur /s premiére page Ge la copie : MATHEMA TIQUES 1 - M
Dans ce probldme, on propose de généraliser la notion de convergence usuelle d'une série
de nombres réels. Etant donnée une suite @
s = ('n)n EN
de réels, on lui associe la suite (A“)ﬂ €N des soomes partielles (An - lo - s ¢ ... 0 ln) et les

deux séries entidres de sommes respectives a(x) et A(x) d&finies par :

b o
a(x) = Z * ET ¢
]

L d
x
A = 30 4 i
o]

On dirs que la suite a est B-sommable sai A(x) existe pour tout x réel et si lim e-xA(x)
e
existe dans R. Dans ce cas, on définit la B-somme de 1a suite a en posant :

5’(1) e lin [e™% A(x)]

f ]

On dirs que la suite a est C-sommable si a(x) existe pour tout x réel et si 1'intézrale

*m
2énéralisée f .-x a(x) dx est convergente. Dans ce cas, on définit la C-somme de la suite a en

[+}
posant
e g
Se(a) = f o™ a(x) dx.
0
o
lorsque la série Z a, converge su sens usuel, on pourrs poser :
0
‘-
S(a) = Zln = lim An .
0
La partie I est consacrée d l'étude d'exemples ; les parties I et II étudient le cas
général.

PARTIE 1

1* - On se donne la suize a dEfinie par son terme général :
a
L =1y .

Etudier l'existence et la valeur de S‘(n) sinsi que 1'existence et la valeur de

2* - So0it o un réel donné non nul, on considire la2 suite a de terme général :

& = a -
n

a) Etudier, suivant les valeurs de a, l'existence de S {a), que 1'on calculers
lorsqu'elle existe. ¢
b) Caleculer An et déterminer, suivant les valeurs de a, 1'existence de 5!(1),

que l'on calculers lorsqu’elle existe.

3* - a Etant toujours un réel non nul, on considlre la suite & de terme général :

- (o e " .

n
a) Calculer z L ;x‘T = a(x) et en déduire les valeurs de o pour lesquelles
[¢]

Sc(l) existe. Calculer dans ce cas Sc(l).

‘.Ax“

b) Calculer An' puis A(x) = —:—T— . En déduire les valeurs de 3 pour les-

quelles Ss(n) existe. Calculer dsns ce cas S'(l).

4* - Etudier 1'existence de ls C-somme de la suite a de terme général :

n
a

I

en supposant toujours a ¢ 0. On ne cherchera pas 1 calculer Sc(l).

5° - Résoudre la méme question lorsque :

n
a
R RN )(ulo).

6° ~ a) Soient deux suites & et b de termes généraux 8 et bn' On suppose L 0 et

bn > O pour tout n, et, de plus, on suppose qu'il existe un entier positif ou nul N tel que :
fIN = s € bn'
Montrer que 1'existence de Sc(b) entrafne 1'existence de Sc(a).
Que peut-on en déduire ai on a 1'€quivalence :
8~ bn lorsque n » ¢ = ?
b) Soit r un réel vérifiln:.:\
r€j-=, 1]V (2, +«
Etudier 1'existence de Sc(l) lorsque a est la suite de terme général :
1
a =

n (n e ‘)t

PARTIE I1

On se propose de montrer que si la série Z a_ est convergente &u sens
[¢]

usuel, alors la suite s de terme général s, oot B-sommable ainsi que C-sommable.
-~ B d

1° - On suppose que la série Z 8, converge et on note A= Z LI
o ]

une suite de réels telle que lim e - 0. Prouver que :

2) Soit (c))
a'n €N e

>~ n
: -X x -
lim (e OZ ¢, o = ©°-
TOURNEZ S'IL VOUS PLAIT
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b) En déduire, sous 1'hypothise faite concermant a, 1'exiatence de la B-somme
de 1a suite s, et la valeur de celle-ci.
L

2° - Dans cette question, la série Zln est supposée absolument convergente ;
[

‘o

on pose toujours Z - A.
/]
L]
-x
a) Calculer pour n € N 1'intégrale J; «* X" dx.

X
b) Montrer que : viso , f e alx) dx = Z _?_ j X x” dx.
° » 0

g -
c)} Montrer que : lim Z :1}\_ f .-x ‘n dx = 0
o ° x '

X+t

et déduire de ce qui précdde 1'existence de la C-somme de la suite a et sa valeur.
>

3° - On suppose maintensnt que Z &, est convergente, mais non nécessairement
0
>

absolument convergente, en posant toujours Z a - A, On pose par silleurs :
[+]

X

v.(X) =u (X)~u_ (X).
u () - %T fo X" gy, ) B nel

Yoo 1 -
4) Montrer que : ‘ s uw X -0,
e
-. bt
et en déduire que : vx>o0 , Z L “n(x) - oz L vn(!).
0

b) Montrer que : vi>o , v(X> 0.

c) Démontrer que :

‘o

a) vX>0 , Z vn(X) converge ;
[+]

24

g) vYyxXs>o , Zvn(X)H:
[

>

y) lim Zvn(X) -1,

Xt [

d) Déduire de ce qui précdde 1'existence de la C-somme de la suite a.
Quelle est sa valeur ?

4° - Est~ce que, réciproquement, 1'existence de S!(l) (resp. Sc(l)) L,pliqun nécessai~-

‘o

rement la convergence de Z s, ?
o]

$* - a) Déterminer :

- 2 n n
lis [--' IZ: [u RS n™! i——](i—r)]-

P

ol a est un réel donné tel que la| < 1.

b) Déterminer lorsque B est un réel quelconque :

- s
I o z ex) 4.
0 [+]

(nn?

PARTIE III

, R Dln! cette partie, on se propose de comparer les deux notions de B-somme et de C-socme
¢'une péme suite a. On conserve toujours les notations :

¢ **e Ed
n n
- E X - x
Ly gT e A Zo An wT

On suppose désormais que a(x) er A(x) existent pour tout x réel.

1° - a) Déterminer, lorsque X > 0, la différence :

X X
f et ae -] ) ae
(3 o

X
b) Calculer f et [(A'(t) - A(t)] dt et montrer que cette intégrale s'exprime
]

b 4
sioplement 3 1'side de f e at(e) et
[+]

X
c) Déduire de ce qui précdde une relation entre c-x A(X) ctf ot a(t) de.
o

d) Trouver une condition nécessaire et suffisante portant sur T a(X) pour que
les existences de 1a B-somme et de la C-somme de & soient des propriétés &quivalentes.

2° - a) f étant une fonction continue sur R, trouver, A 1'aide d'une intégrale fonction
de sa borne supérieure, la solution générale de 1'Equation différentielle y' ¢ y = £, En dé&duire
que si ¢ est une fonction dérivable sur R, 3 dérivée continue, telle que :

lim [.(x) . 0'(:)]- A, alors lim  ¢'(x) = 0.

b) Déduire de cette proprifté et de la relstion trouvée précédemment en III-1°-c)
que si la suite a admet une B-somme, alors elle sdoet une C-somme, et que ces deux sommes sont
égales.

c) Soit la suite a de terme g!nirnl s, défini par :
o » n
DI 0 e )
p=0

Calculer a(x) en admettant qu'on peut intervertir les deux signes de sommation,
Montrer ensuite l'existence de la C-soume de & et en déduire que la réciproque de la propriété
démontrée en III-2°-b) est fausse.
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