m95ccle.tex pl

CONCOURS CENTRALE :MATHEMATIQUES I- OPTION M,P’

On appelle f , g et h les fonctions d’une variable réelle x définies par :

1
o) = /0 T Edt

1 tlfx
= dt
9(z) /0 1+t

+infty
1 1 G132k -3) 1
h(z) = —1)F!
(z) 1x+2(2$)+k22( ) %K k+l—a
Partie I

LA -

I.A.1) Déterminer le domaine de définition D de la fonction f.
I.A.2) Quel est le sens de variation de f 7
I.A.3) Quelles sont les limites de f aux bornes de D. Déterminer un équivalent de f(x) quand x
tend vers 1 dans D (on pourra introduire la différence v/1 +¢ — 1)
I.B -
I.B.1) On suppose x < 0. En utilisant une intégration par parties, établir une relation entre f(x) et
flx+1).
Calculer f(0) et f(—1) .
Calculer f(—1/2) et f(1/2) .
Donner des valeurs approchées de f(0) , f(—1), f(—=1/2) et f(1/2) & la précision 5.107%.

Représenter graphiquement les variations de f .

I1.B.2
1.B.3
I1B4
I.B.5
I1.C -

—_— — ~— ~—

I.C.1) Déterminer le domaine de définition de la fonction g .

I.C.2) Montrer que la fonction g est indéfiniment dérivable dans I'intervalle | — oo, 1] et exprimer,
pour tout entier n strictement positif, ¢ sous la forme d’une intégrale.

I.C.3) n étant un entier positif, on pose I,, = / 1(— Int)"dt. Apres avoir vérifié la convergence de
ces intégrales, calculer I,. ’

I.C.4) Montrer que la fonction g est développable en série entiére dans l'intervalle | — 1, 1]

ID -
I.D.1) Pour z € D , exprimer f(x) en fonction de g(x) .
I.D.2) Trouver un équivalent de f(z) quand x tend vers —oo.

1.D.3) Montrer que f admet un développement en série entiere dont on précisera le rayon de conver-
gence.

_Partie 1T

1
Pour n € N, on pose fy(z) = / 7T (1 4 )2 "t
0

II.A - Déterminer le domaine de définition de la fonction f,, ainsi définie et établir une relation entre

fn(@) et fri1(2).
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II.B Montrer que, pour x < 1, f(z) est la somme d’une série de fonctions de la forme

(1-2z)2—-2z)..(n+1-2x)

un(x) =

(avec n > 0) dont on déterminera les coefficients ¢,, en fonction de n .
II.C -
II.C.1) Montrer que, pour tout entier n strictement positif, f admet un développement asymptotique
n

. . 1
au voisinage de —oo , de la forme — +--- 4+ —.
x x

I1.C.2) Calculer les coefficients d; ,ds et d3 (on pourra utiliser la relation établie a la question I.B.1)
_Partie II1
IIT.A -

ITI.A.1) Pour tout entier k supérieur ou égal a 2, on pose :

w113, (2k —3)

ai = (~1) 2FF|

En utilisant, pour u < 1, I'inégalité In(1 — u) < —u montrer que :

3/2
‘ak‘ < L
k+1

ITI.A.2) On développe en série entiere la fonction ¢ — +/1+¢ . Montrer, en justifiant I'intégration
terme a terme, qu’on peut écrire pour x < 1 :

1 1 =

f(x)_l—x+2(2—x)+kzz2k+l—x

IIL.B -
ITI.B.1) Déterminer le domaine de définition E de la fonction h .
ITI.B.2) Montrer que h est indéfiniment dérivable dans E.
IIL.B.3) Etudier les variations de h dans l'intervalle ]1,2].

IT1.C -
II1.C.1) Etudier le signe de h” dans l'intervalle ]2, 3].

ITI.C.2) En déduire les variations de h' et de h dans ce méme intervalle. On précisera aussi le signe
de h.

IT1.C.3) Donner lallure de la représentation graphique de la fonction h pour x < 3 .



