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MATHEMATIQUES |

On désigne par J; 'espace vectoriel complexe des applications (ou fonctions) du corps des réels R dans
le corps des complexes C, par JF» 1'espace vectoriel complexe des applications (ou fonctions) de R? dans C.

Etant donné un élément (f,a) de F» x R, on note f(a,.) [respectivement f(.,a)] I'élément de F; défini
par Vz € R, © +— f(a,z) [respectivement, Vz € R, x — f(z,a)].

Etant donné un élément f de F, on désigne par D(f) [respectivement G(f)] le sous-espace vectoriel de
Fi dont une famille génératrice est (f(a,.)), p [respectivement (f(.,a)), p]-
Les parties IT et III sont indépendantes, mais la partie III utilise la notation £(f) vue dans la partie II.

Partie |
1°) Soit f un élément de Fo.
a) On suppose D(f) de dimension finie £ strictement supérieure & 0. Montrer qu'’il existe (ay, as, ..., ap) € Ff
et (a1, as,...,as) € R’ tels que I'on ait:
) i=¢
V(Z,y) eER f(:v,y): Zal(m)f(amy)
i=1

b) Démontrer que D(f) et G(f) sont simultanément soit de dimension finie (et que dans ce cas ils ont méme
dimension), soit de dimension infinie. Cette dimension commune, finie ou infinie, est notée r(f); on 'appelle
rang de f. On montrera que r(f) = 0 caractérise la fonction nulle.

2°) a) Soit f € F et (p,q) € C2 On pose, pour tout élément (x,y) de R?, g(z,y) = eP*T f(x,y). Montrer
que l'on a r(g) = r(f).

b) Quel est le rang de la fonction définie sur R? par f(x,y) = P(z + y), ott P est un polynéme non nul de
C[X], de degré n ?

c) Quel est le rang de f définie sur R? par f(z,y) = e*¥ ?

3°) On désigne par @ le sous-ensemble des fonctions de Fo de rang fini et par ®* cet ensemble ® privé de
la fonction nulle.

a) Montrer I’équivalence des propositions suivantes:

(4) feo
(B) Il existe au moins un entier n strictement positif et 2n fonctions
UL, Uy - -+ Uy V1, V2, . . . Uy, €léments de Fy tels que l'on ait:
i=n
(1) V(@,y) €ER* f(z,y) = 2 uil@)viy)
i=

® est donc un sous-espace vectoriel de F». Une relation telle que (1) constituera une décomposition de f, et
n sera la longueur de cette décomposition.

b) Montrer que la plus petite longueur d’une décomposition d’un élément f de ®* est égale a r(f). Toute
décomposition de f de longueur r(f) sera dite minimale.

<) Etablir que si la relation (1) est une décomposition minimale pour f € ®* alors {uj,ug,...,u,} et
{v1,v2,...,v,} sont respectivement des bases de G(f) et D(f).
d) Montrer que si {ui,us,...,u,} et {v1,v2,...,v,} sont des systémes libres dans Fi, la relation (1)

représente une décomposition minimale de f.



e) Démontrer que, la relation (1) étant minimale, pour que la relation
(2) V(z,y) €R® fla,y) = 3 si(@)ti(y)

i=1

soit aussi minimale, il faut et il suffit qu’il existe dans M,,(C) une matrice A réguliere telle que 'on ait

s1(x) up () t1(y) i (y)
(3) v(z,y) € R 52@ =4 UQ;(I) et tQEy) = (fA)~! m.(y)
sn(z) Up () tn(y) va(y)

4°) Démontrer que si f est de classe m (c’est-a-dire possede des dérivées partielles jusqu’a I'ordre m inclus
et que ces dérivées partielles sont continues), dans toute décomposition minimale telle que (1), les fonctions
UL, U, - . -y Uy, U1, V2, - .., Uy, sont de classe m.

5°) On suppose que f est une fonction polynoéme de deux variables x et y réelles, que I'on peut écrire

1
i=k j=h T
fly) =2 Py’ = 2 @iz’ = (1 y yIOM| o
1= 1= .
xh

ou les P; et @) sont des polynémes de C[X] et M une matrice complexe. Démontrer que le rang de f est
égal au rang du systeme (P, Py, ... Py), au rang du systéme (Qo, Q1,...,Qn), et au rang de la matrice M.

Partie 1l

On suppose que I'élément f de ® est une fonction symétrique, c’est-a-dire que l'on a: V(z,y) € R? f(x,y) =
f(y,z). G(f) et D(f) se confondent alors en un méme sous-espace vectoriel de F; noté E(f).
1°) a) Montrer qu’il existe une matrice A symétrique dans M, (C), et une seule, telle que 1’on ait:

V(x,y)€R2 flzy) = (ur(x) we(z) ... wp(z))A

b) En déduire qu’il existe une décomposition minimale de f de la forme

i=n

(4) V(z,y) €R® fla,y) = 3 wi(z)wi(y)

i=1

2°) Déterminer, pour la fonction polynéme f définie par V(z,y) € R? f(z,y) = (x + y)™, m entier
strictement positif, une décomposition minimale telle que (4).

Partie 111

Soit A le sous espace vectoriel de F; formé des fonctions g de F; de classe infinie et possédant la propriété
suivante: la fonction f de Fp définie sur R? par f(z,y) = g(z +y) est de rang fini, qui sera par définition
celui de g. £(f) sera alors également noté £(g).

1°) Déterminer les fonctions g de rang 1. On montrera qu’une telle fonction ne prend jamais la valeur zéro.
2°) a) Montrer que la fonction g de Fy, définie sur R par g(z) = e®*®P(x), P étant un polyndéme non nul &
coeflicients complexes de degré p et a un élément de C, appartient a A, et est de rang p + 1.
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b) ,,..., désignant £ nombres complexes distincts, P;, Ps, ..., P, désignant des polynémes non nuls de
C[X], on consideére la fonction h de F; définie par

Il
el

(5) Ve e R h(z)= i e“i* Py(x)

i

I
—

. i=k
Etablir que h appartient & A et que son rang est égal & > 1+ deg(F;).
i=1
(On pourra utiliser la propriété suivante apres l'avoir justifiée: si, pour tout x réel, les k polynémes @1,

k
Q2,. .., Qi de C[X] satisfont & la relation > e**Q;(x) = 0, alors ils sont tous nuls.)
i=1
3°) Soit g € A, g de rang p > 1. On considére une décomposition minimale

i=p

g +y) = > uwi(x)vi(y) .

i=1

a) Montrer que 'on a: ¢’ € Aet E(g") C E(g), ¢’ désignant la dérivée de g.

b) Montrer qu’il existe un complexe «, éventuellement nul, tel que la fonction définie sur R par z ——
e*®[g'(z) + ag(x)] soit un élément de A de rang strictement inférieur & p.

¢) En déduire que toute fonction g de A est de la forme (5).

d) Soit g € Fi, g continue et telle que la fonction de F, définie sur R? par (z,y) — g(z + y) soit de rang
fini. Démontrer que g est de classe infinie. (On pourra considérer une primitive de g).



