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MATHEMATIQUES I

On désigne par F1 l’espace vectoriel complexe des applications (ou fonctions) du corps des réels R dans
le corps des complexes C, par F2 l’espace vectoriel complexe des applications (ou fonctions) de R2 dans C.

Étant donné un élément (f, a) de F2 × R, on note f(a, .) [respectivement f(., a)] l’élément de F1 défini
par ∀x ∈ R, x 7−→ f(a, x) [respectivement, ∀x ∈ R, x 7−→ f(x, a)].

Étant donné un élément f de F2, on désigne par D(f) [respectivement G(f)] le sous-espace vectoriel de
F1 dont une famille génératrice est

(
f(a, .)

)
a∈R [respectivement

(
f(., a)

)
a∈R].

Les parties II et III sont indépendantes, mais la partie III utilise la notation E(f) vue dans la partie II.

Partie I

1o) Soit f un élément de F2.
a) On suppose D(f) de dimension finie ` strictement supérieure à 0. Montrer qu’il existe (α1, α2, . . . , α`) ∈ F`

1

et (a1, a2, . . . , a`) ∈ R` tels que l’on ait:

∀(x, y) ∈ R2 f(x, y) =
i=∑̀
i=1

αi(x)f(ai, y) .

b) Démontrer que D(f) et G(f) sont simultanément soit de dimension finie (et que dans ce cas ils ont même
dimension), soit de dimension infinie. Cette dimension commune, finie ou infinie, est notée r(f); on l’appelle
rang de f . On montrera que r(f) = 0 caractérise la fonction nulle.
2o) a) Soit f ∈ F2 et (p, q) ∈ C2. On pose, pour tout élément (x, y) de R2, g(x, y) = epx+qyf(x, y). Montrer
que l’on a r(g) = r(f).
b) Quel est le rang de la fonction définie sur R2 par f(x, y) = P (x + y), où P est un polynôme non nul de
C[X], de degré n ?
c) Quel est le rang de f définie sur R2 par f(x, y) = exy ?
3o) On désigne par Φ le sous-ensemble des fonctions de F2 de rang fini et par Φ∗ cet ensemble Φ privé de
la fonction nulle.
a) Montrer l’équivalence des propositions suivantes:

f ∈ Φ∗(A)
Il existe au moins un entier n strictement positif et 2n fonctions(B)
u1, u2, . . . , un, v1, v2, . . . vn, éléments de F1 tels que l’on ait:

∀(x, y) ∈ R2 f(x, y) =
i=n∑
i=1

ui(x)vi(y)(1)

Φ est donc un sous-espace vectoriel de F2. Une relation telle que (1) constituera une décomposition de f , et
n sera la longueur de cette décomposition.
b) Montrer que la plus petite longueur d’une décomposition d’un élément f de Φ∗ est égale à r(f). Toute
décomposition de f de longueur r(f) sera dite minimale.
c) Établir que si la relation (1) est une décomposition minimale pour f ∈ Φ∗, alors {u1, u2, . . . , un} et
{v1, v2, . . . , vn} sont respectivement des bases de G(f) et D(f).
d) Montrer que si {u1, u2, . . . , un} et {v1, v2, . . . , vn} sont des systèmes libres dans F1, la relation (1)
représente une décomposition minimale de f .
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e) Démontrer que, la relation (1) étant minimale, pour que la relation

(2) ∀(x, y) ∈ R2 f(x, y) =
i=n∑
i=1

si(x)ti(y)

soit aussi minimale, il faut et il suffit qu’il existe dans Mn(C) une matrice A régulière telle que l’on ait

(3) ∀(x, y) ∈ R2




s1(x)
s2(x)

...
sn(x)


 = A




u1(x)
u2(x)

...
un(x)


 et




t1(y)
t2(y)

...
tn(y)


 = (tA)−1




v1(y)
v2(y)

...
vn(y)




4o) Démontrer que si f est de classe m (c’est-à-dire possède des dérivées partielles jusqu’à l’ordre m inclus
et que ces dérivées partielles sont continues), dans toute décomposition minimale telle que (1), les fonctions
u1, u2, . . . , un, v1, v2, . . . , vn, sont de classe m.
5o) On suppose que f est une fonction polynôme de deux variables x et y réelles, que l’on peut écrire

f(x, y) =
i=k∑
i=0

Pi(x)yi =
j=h∑
j=0

Qj(y)xj = ( 1 y · · · yk )M




1
x
...

xh


 ,

où les Pi et Qj sont des polynômes de C[X] et M une matrice complexe. Démontrer que le rang de f est
égal au rang du système (P0, P1, . . . Pk), au rang du système (Q0, Q1, . . . , Qh), et au rang de la matrice M .

Partie II

On suppose que l’élément f de Φ est une fonction symétrique, c’est-à-dire que l’on a: ∀(x, y) ∈ R2 f(x, y) =
f(y, x). G(f) et D(f) se confondent alors en un même sous-espace vectoriel de F1 noté E(f).
1o) a) Montrer qu’il existe une matrice A symétrique dans Mn(C), et une seule, telle que l’on ait:

∀(x, y) ∈ R2 f(x, y) = ( u1(x) u2(x) . . . un(x) ) A




u1(y)
u2(y)

...
un(y)




b) En déduire qu’il existe une décomposition minimale de f de la forme

(4) ∀(x, y) ∈ R2 f(x, y) =
i=n∑
i=1

wi(x)wi(y)

2o) Déterminer, pour la fonction polynôme f définie par ∀(x, y) ∈ R2 f(x, y) = (x + y)m, m entier
strictement positif, une décomposition minimale telle que (4).

Partie III

Soit A le sous espace vectoriel de F1 formé des fonctions g de F1 de classe infinie et possédant la propriété
suivante: la fonction f de F2 définie sur R2 par f(x, y) = g(x + y) est de rang fini, qui sera par définition
celui de g. E(f) sera alors également noté E(g).
1o) Déterminer les fonctions g de rang 1. On montrera qu’une telle fonction ne prend jamais la valeur zéro.
2o) a) Montrer que la fonction g de F1, définie sur R par g(x) = eαxP (x), P étant un polynôme non nul à
coefficients complexes de degré p et α un élément de C, appartient à A, et est de rang p + 1.
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b) , , . . . , désignant k nombres complexes distincts, P1, P2, . . . , Pk désignant des polynômes non nuls de
C[X], on considère la fonction h de F1 définie par

(5) ∀x ∈ R h(x) =
i=k∑
i=1

eαixPi(x)

Établir que h appartient à A et que son rang est égal à
i=k∑
i=1

1 + deg(Pi).

(On pourra utiliser la propriété suivante après l’avoir justifiée: si, pour tout x réel, les k polynômes Q1,

Q2,. . . , Qk de C[X] satisfont à la relation
k∑

i=1

eαixQi(x) = 0, alors ils sont tous nuls.)

3o) Soit g ∈ A, g de rang p > 1. On considère une décomposition minimale

g(x + y) =
i=p∑
i=1

ui(x)vi(y) .

a) Montrer que l’on a: g′ ∈ A et E(g′) ⊂ E(g), g′ désignant la dérivée de g.
b) Montrer qu’il existe un complexe α, éventuellement nul, tel que la fonction définie sur R par x 7−→
eαx[g′(x) + αg(x)] soit un élément de A de rang strictement inférieur à p.
c) En déduire que toute fonction g de A est de la forme (5).
d) Soit g ∈ F1, g continue et telle que la fonction de F2 définie sur R2 par (x, y) 7−→ g(x + y) soit de rang
fini. Démontrer que g est de classe infinie. (On pourra considérer une primitive de g).
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