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NOTATIONS ET DEFINITIONS
0.1. R (respectivement Jeésigne l'euwseuble dos riéels positifs (respectivemen
strictement positifs}.
0.2, Soient E un espace vectoriw!, A, B des parties de E, I une partie de R, AO un réel, x
un vecteur de E. On note
A + B l'ensemble des svwmes 2 5 b lorsque a déerit A, U ddorit B g
A . A l'ensemble des wecte: rs ia lorsque a décric & , 2 A
s R om0
Ag. A pour {AGJKA HE SR R, iugt.
. . - - 2
0.3. Soit E un espace vecioris’ {z,n} € E , on appelle
1'on note f[a, b}, 1i° ges veoteurs ta + {I=t) b iocsnoue t déarit le segment
. Si est uns 1e de B, on dit gue A est ¢ g1 s
[0,1] de R, Si A es 1 , dit que A est
2
(V (a, b) 6 Ay (la, i o &
0.4. Soient E un espace vectoriel, A une partiz convexe d= ¥, a un peint d2 A, On dit que

e

[

est extrémal dans A

bt

1l'ensemble des points ex’rimuux

0.5. Soit (E, v) un espace vorsowicl
unité fermée de (E, v}, 8

0.6. Un plan est un espace veuiories

0.7. Une application £ d'un inuevustd

(¥ (a,b) €12) (¥ ¢ & (5,10

Y

on note © {A)
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du convene A,
nermé, On note ¢ B o~ (€F v (x) & t} la boule
y ,
r ya . Yo T e L2 e A 1
= {x &8 ¢+ v (x) = i} la sphere unité de (E, v).
d= dimension 2,

o 1 de R dans B est dite convene si o
{to + {l-ty b)Y g v £ (o) + {1-3 £ qh}}w
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PARTIE T

1.1, Soient E un aspace vectoriel, A une partie convexe de E, a un point de A. Moutrer

L'equivalenze 1 €% () <= (¥ (aj,az) € A?) ((a =—;~ (a} + ap))==> (a; = ag}J.

[.2. Soit (E, v} un espace vectorisl normé.

(a) Montrer que BV est convexe, et que l'on a : € (Bv) CLSV.
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(B ) ¢ & €=pIl existe, dans E, a et b distincts, tels que : [a,b}(isv.

{¢) Donner wy axowple simple od iz (Bv) # Sv'

1.3. Soient £, ¢ des applications de R, dans R. On suppose : f convexe ; g affine :
£ (1) =g (1) £ <8 (clest-a~dire £ (u) € g (u) pour tout u dans R,). Moatrer que f est

égale 3 g.

: . . , n . .y .
L.4. Soit n un entier > 1. L'espace vectoriel R est muni de la norme euclidienne canoailgue
n
. e 2
(qui est définie par : ]}(x],,n.,x )[|= [z x.]l/z).
) n =1 1
l-—
. R o . - . . .
OQu considére uae partie C de ", convexe, fermée, bornée, d'intérieur non vide, etn

svmétrique {r'est-a-dire (¥ x£€C) (-x €C)).

(a) Montrer coe { ast voisirnage de O [Utiliser que C est convexe symétrique dfintériauy

non vigel.
(b) Soit x cans ®R' . Montrer que l'ensemble {)\l.\EKR:‘_ et x€A.C} n'est pas vide
[Uritiser (2)1.

On pose alors, pour u dans R ; jC (u) = inf {1 € Ri | u €2r.C}.

n e e e
¢) Moentrer que est une norme sur R, qul vérifie :

j(ﬁ:
et jo 0 <1} € Ce { x|x€R et jg (0 <1}

~~

En déduire que l'on a ¢ = Bj = { x!xEan et jC (x) <1 }.
C

PARTIE II

Dans ceuts partie, on ccensidére un espace vectoriel E. Si v est une norme sur E,

on note (53v) 17énnncé suivant
Si des vertsurs X, v du ¥ vérifient : VvV (x +y) = v (x) + v (y), ces vecteurs
sont liés.
{cTest-a-dire
¥ (x,y) € E) {@"' (x +y) = v (x} +V (y))-_—_—;Eg(a,b) €r2) ((a,b) # (0,0) et (ax + by = 0)))
5,
n se piopese de dérontrer 1'équivalence des énoncés (A) et (B) suivauts :

s s/



{A) Toute norme v sur E qui vérifie Cj)v) est euclidienne.
(B) E est de dimension .

II.1.

Montrer : (B) = ( A).

II.2. Soit v une norme sur E. Cn note (1) 1'énoncé (v vérifie (i;i) )

II.3.

II1.4.

'II.5. On suppose que la dimension de E est strictement sup@rieure 3 2, on domnne un plan !

et (2) 1'énoncé (E(BV) =5 ).

(a) Moncrer : (1) = (2).

(b) On suppose : (2), et 1'on considére des vecteurs u, v de E, non nuls, tels que
v (u) =1, et ;v (u+v)=14v (v). Soient £, g les applications de R _dans R,

définies par : £ (£) = v (u+tv) ; g (£) =v (u) +tv (v).

A 1l'aide de I1.3., moutrer : £ = g.

En déduire que : w % ——e  vérifie : w € Sv set 2 v (u+w) =v (u) +v (w.

v (v)

Montrer alors l'égalicé : w = u.

(¢) Déduire de (b) i'implication : (2) ==» (1), c'est-3-dire 1'équivalence : (1) €= 12

Soient P un plan, et v une norme euclidienne sur P. On considére une base (e, ejp) de
telle que : e; € Sv ; en € Sv. Montrer qu'il existe un réel a vérifiant : - 1 < a < 1,
et Sv est l'ensemble des vecteurs x) e; + xp €p, ol les réels x] et xp sont tels que

2

x12+x2 + 2a xy Xp = L.

R ) . PR .
On considére 1l'espace P* muni de sa structure euclidienne canonique {(cf. I.4.), et la

partie B de R? &gale 4 {(x,y) € RZ | |x| ¢ 1 et |y] £ 1 - %?}.

(a) Montrer que B est une partie symétrique, fermée, bornée, d'intérieur nen vide de It
(b) Montrer que B est convexe.

(c¢) Déterminer Sv lorsque v = jB de R? (cf. I.4.(b)). Déduire de II.3 que jB ntest pa

euclidienne.

r
{d) Montrer que (jbv) est vérifié lorsque v = jB
P de

- . . e R o Y Y oy acte
un supplémentaire § de P dans E, une base (ei)1<1sq'de Q, une norme Vv sur P ; on note

p la projection de ¥ sur P parallélement & Q.

Pour x vecteur de E, on pose : x - p(x) = ¥ A; e, , ainsi que :
i=] .
. q 1{2
Ixll = T GeaN2+ T A2 1.
i=1
(a) Montrer que i{ “ £st une norme sur E.



94 -

-
(b) Montrer que, si v n'est pas euclidienne, || || n'est pas euclidienne.
(c) Montrer que, si v vérifie (3 ), E{ H vérifie (O° H)‘
A%
t

11.6. Déduire des questions II.4., et TI.5, 1'implication

PARITE III

(&) =» (B), et conclure.

Dans cette partie, on considére un espace vectoriel normé, (E, v), et 1'on se

propose de démontrer l'équivalence des €acncés (C), (DY, (E), (¥) suivants

(C) v est euclidienne.

(D) Pour tout plan P de E, il existe uvune forme bilinéaire symétrique suc P : 9p qui

vérifie : (¥ x€P) (v% (x) = ¢P (2,x)).

(E) (¥ (x,y) € E?) (V2 (x) + v2 (y} ¢

Nl = ol —

(F) (¥ (x,y) € E2) (V2 (x) + v2 (y) =

[Dans les expressions ci-dessus, pour alléger 1'écriture, v

de l'application vj.

I1I.1. Montrer les implications : (C)=2 (DY ; (D) = (E)

»

[v? (x+y) + v2 (x—y

Pv? (x+y) + v2 (x

désigne ls carré numdrique

(0 = (F).

II1.Z. On suppose : (F), et l'on intrcduit 1'application ¢ de E? dans R définie par :

2 ¢

i ,
b (xe y) =g D+ y) =V - ol

(a) Pour x, vy, z vecteurs de E, montrer les €galités

2 [v4 (x+y) + v2 ()] = w2 2xty) + v () 5 2 V2 (xmy) 2 v ()0 = v (Ixmy) 4 VP ()

o (2x,y) = 2 ¢ (x,y) ; ¢ (x+tz, y) = ¢ (x, y) + ¢ (z, y).

(b) Déduire de ce qui précéde que 3 est une forme bilinéaire symétrique définie

positive, et conclure : (F) == (C).

I11.3. Dans cette question, on suppose que E est de dimensicn 32,

Pour x vecteur non nul de E, et P plan de E, on pose

o = [ y€P | W2 Gery) =2 () + V% ()

Montrer 1'équivalence de (C) et de l'énoncé :

(G) Pour tout plan P de E, pour tout vecteur non nul x de P, 7 est une droite vectorielle.

F.x
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