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Daw L . c ? ~ . ~ ~ -  p a r t i e ,  O:' ccnsi:iGre un espace v e c t o r i e l  E .  S i  v e s t  une mrm s u r  E ,  

on no te  (P,J) 1 7 e n  ;1c& s u i v a n t  : 

S i  c i C s  L e 1  t c  s t c  x, y CI, 1 v G r i f i e n t  : u (x  + y) = v (x) + v ( y ) ,  c e s  v e c t e t r s  

son t  l i 6 s .  

[c'est-à-dire J 

On se I J T C . ~ C : S ~  de dG~m11tr~2r ! .@équivalence d e s  énoncés (A) e t  (D) suivaxitrs : 



(A) Toute norme v s u r  E qui. v&rifie @ ) est euclidienne. 
(B) E est de dimension 1 .  
II. 1 .  Montrer : (B) =+ ( A ) .  

V 

11.2. Soit v une norme sur K ,  cri note ( 1 )  l'énoncé (v vérifie (9") 

(a) MonCrex : (1)  === ( 2 )  

(b) On suppose : ( Z j ,  e c  l ' o n  considère des vecteurs u, v de E, non nuls, t e l s  que : 

L (u) = 1 et : Y ( u  + v) = 1 + v (v) . Soient f, g les applications de 5& dacs lii, 

dcfinies p a r  : f (t> = v (u + tv) ; g (t) = v (u) + t v (VI. 

t-l l'aide de X.3., mntrer : f = g. 

bn dgduire que : tp -- --- 
v (v> 

Montrer  a l o r s  l ' & p l i c &  : w = u. 

V vérifie : w d Sv , e t  : v (u + w) = v (u) + v (b). 

(c) Deduire de (b) ;'implication : (2) 4 (1), c'est-à-dire l'ëquivalence : (1) -  ( 2  

11.3. Soient P un plan, et v ~ l n ~  norme euclidienne sur P. On considère une base ( e l ,  ez )  de 

telle que : el E Sv ; e:! CE SV. Montrer qu'il existe un réel a vérifiant : - 1 a < 1 ,  

et : S est l'ensemblP d e s  vecteurs xl e l  + x2 e2, où les réels x1 et x z  s o n t  t e l s  que  

x12 + x22 + 2a XI x? = 1 .  

V 

11.4. On considEre l'espace P.2 muni de sa structure euclidienne canonique (cf. 1 . 4 , } #  e t  la 
partie B d e  fi2 égale  3 i l x , y )  E R2 1 1x1 d 1 et I y l  d 1 - x2) .  

( a )  Montrer que 3 e s t  u i ie  partie symétrique, fermée, bornée, d'intérieur non vide d e  R 

(b) Montrer q u e  B est convexe.  

(c) DGterminer  S lorsque u = j de IR2 (cf. 1.4.(b)). Déduire de  11.3 que j B  n ' e s t  par 
V B 

euclidienne. 

jB (d) Montrer q u e  (jv) '3 e s t  vérifié lorsque u = 

I I . 5 . h  suppose que l a  dimension de E est strictement supérieure à 2, on donne un plac C '.sr 

un supplémentaire 
p la projection de F sur P parallèlement à Q. 

d e  F' dans E, une base (e.) <i<q ,de Q, une norme v sur f' ; fin I ~ D : I ~ :  
1 1, \ 



Dans c e t t e  p a r t i e ,  an c3n: ; idere  un e s p a c e  v e c t o r i e l  riL3ri1;G7 (E;, v ) ,  et. ? 'on se 

propose d e  d5monfri:r 1. "quivalence: des C r ~ c n c f s  (C) , ; O ) ,  (E) , ( F j  su ivant : ;  : 

(C)  u e s t  e u c l i d i e n t i e .  

(b)  DGduire d e  ce q u i  pr6cPde que ,$ e s t  une  forme bilix6airs sym6t r igue  d é f i n i e  

p o s i t i v e ,  e t  c o n c l u r e  : (FI + (C>. 

111.3. Dans c e t t e  q w s t i o n ,  on suppose  q u e  E e s t  d e  d imens rcn  3 2 .  

Pour x v e c t c u r  non nc l  J e  E, e t  2 ;:1an d e  E, on pas?  : 

TT = t y E P  1 v2 (x+y)  = v 2  (xj  + v2 (y> 1 

Montrer l ' é q u i v a l e n c e  d e  (C) e t  de  l'GrloncS : 

P , x  

(G) Pour t o u t  p l a n  P d e  E ,  p o u r  t o u t  vec t eu r  non nui x de P ,  -r e s î  U L I ~  d r o i t e  v e c t o r i e l l e .  F 5 x  
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