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MATHEMATIQUES 1

Le candidat pcurra whiliscr tous (es résultats fournis par ! 'éncncé, méme ceux qu'i!l

i'uura pas su justificr. Ei reosnche, les démonstrations Tncorrectes sercilt 8dvcivmiint

sanctionnées.

A tout entier naturel n , on assocte l'Cquation Jdijférenticlle :
"o ' v, = I
xy vy +xy =0 (£
Pur solution de E, 5 on entend solution définie sur (R toult enticr , ou, plus

précisément, application deux fois dérivable ¢ : R —wll telic que @
Ve €/ " (x) - En vy’ (x) +xyp (x) =0
1= Montrer que si ¢, est une solution de E, telle que ¢,(0) = 0,
alors l'application Uys 7 B —»[R déterminée par :
Ve € IR Vg () = Jzt v, (t) dt (1)

est une solution de E, ., telle que y,,;(0) =0 .
2= A partir de la solution AO D X 8N x de E_, on obtient, grace a (1), une
sutte (A?’Z)HE-N d'applications de IR dans R telle que, pour tout n €M, A, soit une selu-
tion de E, vérifiant 4, (0) = 0.

a) Que peut-on dire de la parité de A, 7

Expliciter A (x) et A, (x). FEtudier les variativns uc (i restriction Je A, a‘[O, Zn'/f_[

Montrer :

dn 31 Y e] 0, 5n/4:] An(x)>0 (2)

b) Montrer, par récurrence, que, pour tout n el A, admet un développement en
série entiére de rayon de convergence infini. Pour n donné, écrive le développement
en série entiére de A,.

e¢)  Montrer que, pour x € R donné, il extste %;iﬂ..ﬁ,\(x).

On se raménera au cas xz0 .
On écrirva : A, (x) = é::(_])p U, p (x), et on montrera que , pour M asses grand :
0 < An(x) < O‘n,o(x) ’
3-a) Montrer que, st P et § sont des polyndmes de /R [X:[tels que :

Vo€ R P (x) cos x + @ (x) sin x =

alors les polyndmes P et Q sont nuls.

b) Montr : : N
er que, pour tout n € M, 71 existe deux polyndmes U,e v, deR [ x]te:

Yxém Aylx) = U, (x) sin x - V,(x) cos x

yuc
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Que peut-on dire de la parité de la fonction associde au polynime U, (resp. V) 7
¢) Pour tout n €M, on désigre par B, l'application de 7 doene [k J7terinle par :
Yx € B,lx) = Uy(x) cos x + V, (x) gin x
Que peut-on dire de la parité de B, 7
Hontrer que B, est une- solution de E, .
Vérifier ¥ x € [ B .1 (x? =z B (x)
d) Vérifier que, pour n 3 2, l'on a :
Ve € /1 A(x) = ( 2n=1 ) Ay ¢ (x) - x4 A,_q (x) (3)
En déduire des relations de récurrence respectivement vérifiées par les U, par
les V,, et pur les B,.
Préciser, cuivant la parité de n, les degrés des polyndmes U, et V, ; déterminer
les mondmes non nuls de plus bas degré de ces polyndmes.
4- Pour n donné, déterminer toutes les solutions de E,.
S-a)Expliciter B (x), B1 (x), Bz(x). Etudier les variations des restrictions de B1
et B, a lo, 31/2] .

Montrer
v n32 Yee [0, 5 1/4] B, (z) > 0 (4)
Vnyd vee [0, 50/¢7] B, (x) 2 U,(0) (5)
vie NVzee [0, /2] Uy(z) > 0 (6)
Vi > 2 Vee€ [ n, 51/ ) Uy(x) <6 (7)
Nn ol ¥Yx € [n/2, T ] V,(x) > 0 (8)

(On aura a ubiliser des expressions de U, et v, en fonction de A, et B, ).
b) Montrer que, pour tout n 3z 1, V, U, 5 = U, V, _4 n'est autre que le mondme xem-1,
Montrer :
VYnux1l Vze] 0, n] v, (x) >0 (9)
¢) HMontrer que, pour x E]—n/Z, n/2 [:donné, la suite
v, (x)
W =
( W,lx) )n>1 > avec W, (x) Tiﬁqnw
est monotone et admet tg x pour limite.
6~ a) Montrer, par récurrence, que, pour n x> 2, U, posséde au moins un zéro strictement
positif et que, si l'on désigne par x, le plus petit zéro strictement positif de U

n_!

la suite ( x, ) est strictement décroissante et admet une Limite X,

7232
r = n/2.

Montrer :
b) Montrer que, pour nzs, V, posséde au moins un 2éro stpictement positif et que,st
['on désigne par y, le plus petit zéro strictement positif de V,, la suite ( y,. )nz’3
est strictement décroissante et admet une limite u.
Montrer : uw =1
7— Pour n z 1, on pose a, = 2n — 1.
&) Soit x € (R. Justifier les égalités
Ul (x) = a, v, (x) = a, x
U, () = a a,- x? - grvg (¢) = a,a, x - x3
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Montrer que, pour n > 2 on peut poser :

U (x) = by, ( Aysees QA

._.E;._

s Qs X ) et V, (x) = ¢n~( a,s

n 1
et qu'alors on a :
2
- _x
Un+1 (x) = a ., by, ( al seeslygs Qy ~ s X )
n+a
et
2
Vﬁ+1 (x) = Ay n { Y P o , x )
Montrer que, par atlleurs :
Vg (x) = x v, ( Aysevs Ay Gpygs® J.
b) Soit x€] -n/2, n/2 [ . Justifier les égalités :
= x . - X . - x
W1 (x) = o W2 (x) iy . W, (x)—= 3,
1 1" "a 1 22
2 " as
3
et, plus généralement :
x
W, (x) = ; 22
2 0 - x?
2
a -
3
a _
=1
1 an
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