SPE TSI Corrigé de CCP 2002  1°T€ épreuve

A1) Tr est visiblement une application de M, ([R) vers R.
De phlS : V(a,ﬁ, A, B)E[R,QX[Mn(R)]Q Tr (aA—i—ﬁB) = g) (aaii +ﬁb”) = g) aiiﬁ g) bii = CYT?“AﬁT’I"B
i=1 i=1 i=1

Donc : T'r est une forme linéaire sur M,, ([R)

A2)eOna: Tr([nxl) =Trl,=n et (Tr ) (Tr[n) = n?
Donc: VnelN*\{1} 3(4,B)e[M ([R)] / Tr (AB) # (ITr A)x(Tr B)

Par contre, visiblement : V (A4, B [ ([R)]2 Tr (AB) = AB = (Tr A)x(Tr B)
eOna: V(4 B)eM,R)]’ Tr(4B) = % (f: aikb;ﬂ-> = Y apbu
i=1 \ k=1 (,k)e[1,n]

Donc A et B jouent le méme role, donc : V (4, B)€[M, ([R)]2 Tr(AB) = Tr(BA)

A3)Donc: V(A,P)eM,(R)xGL,(R) Tr(P7'AP) = Tr [P7Y(AP)| = Tr [(AP)P~'] = Tr [A(PP71)] =Tr A

A4)e A et B sont semblables, soit donc P, élément de GL,, ([R), tel que: B = P~ lAP.
Ona: VAeR det(B—\,) = det (P_lAP — )\P_lP) = det [P_l(A — )\In)P] = det (P_l)xdet (A — M) xdet P

xdet (A — \I,))xdet P = det (A — \,,)

" detP
Donc deux matrices semblables ont méme polynome caractéristique.

e En développant par rapport & sa premiére colonne le déterminant qui définit P4(X), puis en recommengant avec chaque
déterminant obtenu jusqu’a avoir seulement des déterminants d’ordre 1, on voit que les termes en X"~ de Pa(X)

n
viennent exclusivement de II (a; — X).
i=1

Donc (—1)""1T7r A est le coefficient de X"~ ! dans P4(X).

e A et B sont deux matrices semblables, donc elles ont méme polynome caractéristique, donc,
d’apres l'alinéa ci-dessus :  (=1)""'Tr A = (-1)""'TrB donc Tr A = TrB.
On retrouve ainsi que deux matrices semblables ont méme trace.

A5)Dapres 1) et 2), ona: V(A4,B)€[M,(R)]® Tr(AB— BA) = Tr(AB) — Tr (BA) = Tr (AB) — Tr (AB) =
Or: Tr(2l,) = 2xTrl, = 2n
Donc : V (A, B)€[M,(R)]® AB- BA#2I,

A 6) Vu la définition de T'r, il est clair que : Y Ae M, ([R) TrtA = Tr A.
Donc: VAc€A,(R) TrA=Tr'A=Tr(-A) = -TrA donc TrA =0.
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B1) * Visiblement < | > est une application de [Mn([E{)]2 vers R.
De plus : (4, B)€[Ma(R)]”  <A|B>=Tr(*AB) = Tr ['("AB)| = Tr ('BA) =<B|A>

oV (a,a, A A, B) eR>x [/\/ln([R)]3 <aA+dA'|B> = Tr[(aA+A)B] = Tr [(atA + a'tA')B]
Tr[a'AB + o'tA’B] = aTr (tAB) +a'Tr (tA'B)
a <A|B>do <A'|B>
e VAe M, (R) <A|A> = in zﬂ:l H a?, (cf. A2) donc: <A|A>>0
i,k)e[1,n]?
et aussi: <AJ|A>=0 < (V(i,k)e[1,n]]? apx =0) <= A= OM,. Ry
La symeétrie dispense de vérifier la linéarité & droite, nous pouvons donc conclure que < | > est une forme bilinéaire
symetrique définie positive sur le R-espace vectoriel M., ([R)

Autrement dit : < | > est un produit scalaire sur 'espace vectoriel Mn([R)

n

* On a vu au passage : VAeM,(R) [|A4|> =<A|4A>=

n
2
¥ agj.
i=1j=1

B2)e Posons: VAEM,(R) ¢(A4) = A—"'4A et y(A) = A+ A
La linéarité de la transposition permet de conclure immediatement & la linéarité des applications ¢ et .
Deplus: S,(R) ={AeM,(R)/A="A} = Kerp et A,(R) ={AeM,(R)/A=—"A} = Kerq.
Donc S, ([R) et A, ([R) sont deux sous-espaces vectoriels de /\/ln([R)

A="1A

A=-tA

Donc: S, ([R) NnA, ([R) = {O M, ([R)} (O M, R) appartient a tout sous-espace vectoriel de M,,(R) !)

«Ona: VAeM,(R) AHMMH&@U@:{ A=A A=0y R,

A+tAA-tA
e De plus : VAEMn([R) A= i

2 2
trA+tA A+ A A+ tA A+ tA
or : = = onc
2 2 2
t(A—tA>_tA—A A—tA A—1tA

5 5 = — 5 donc

Dongc, en regroupant : VnelN* M, ([R) =9, ([R) @ A, ([R)

B3)Ona: <S|A>=Tr (tSA) = Tr(SA) = Tr(AS) = Tr [t(AS)] =1Tr (tStA) =1Tr [tS(—A)] =1Tr [—(tSA)]
— —Tr(1SA) = — <5|A>
Donc: V(S,A4)€S,(R)xA4,(R) <S|A>=0.
Donc: A, (R) C [S,(R)] "
Or: My(R) = Sy(R) @ A, (R) donc: dimA,(R) = dim My (R) — dim S, (R) = dim ([S.(R)]")

L’inclusion et 1’égalité des dimensions nous permettent d’affirmer : A, ([R) = [S’n ([R)] -
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Bd)eOna: VMeS,(R) [|A—M|2=[|A'+A" — M|]2= ||A” + (A’ — M)
or: A" €A4,(R), A—MeS,(R), 4,(R) = [5,(R)]"

Donc, d’apres le théoréme de Pythagore : VM €S, (R) |[[A—M|?*= [|A”||>+ |4 — M|> > |A”||> = ||[A — A'||]?

e D’aprés B1) : Inf f: f: (aij —mij)? = Inf |JA— M|?
Mes, (R)=1i=1 Mes, (R)
Or A’ € S, (R) donc Inf ||[A—M|? < ||[A—A'||? et, dapres le 17 alinéa  Inf |[|A— M|*> ||A— A7
Mes, ([R) Mes, ([R)
Donc : Inf ||[A—M|? = ||A—- 4>
Mes, ([R) t t
A+TA A—-TA
Par ailleurs, on avaen B2) : A’ = —; donc A—-A = 5
n o n A—tA|?
Donc, en regroupant : Inf ¥ % (aj;— mij)2 = H 5

Mes, (R)=1i=1

B5)Ona: V(z,y,2)€R® flz,y,2)=(1—-2)2+ (4—2%+13-10y+2y*> = (1—2)®+ (4—2)>+ 2 [y — by + £]
:(1—x)2+(4—z)2+2[(y—g)2—%+§} :(1—x)2+(4—z)2+2(y—g)2+%

Donc : V(m,y,z)e[Rg\{(l,g,él)} flz,y,2) > % = f(l,g,él)

(on aurait pu traiter cette question comme une conséquence de B 4) )
B6)Ona: [[AC—CB|?= Tr['(AC —CB)(AC —CB)] = Tr[(‘C*A - 'B'C) (AC — CB)]
= Tr['C'AAC — 'C'ACB - 'B'CAC + 'B'CCB]
= Tr (‘C'AAC) — Tr ('\C'ACB) — Tr (*B'CAC) + Tr (*B'CCB)
De méme : ||'AC — C'B||? = Tr ({CA*AC) — Tr (*CAC'B) — Tr (B'C'AC) + Tr (B'CC'B)
Or: Tr({ICA'AC)="Tr ({CtAAC) car 'TAA= A'A
Tr('CAC'B)=Tr [("CAC)'B]=Tr ('B'CAC) et Tr(B'C'AC)=Tr [B('C'AC)]=Tr ('C'ACB) dapres A2)
Tr(B'CC'B)="Tr [(B'C)(C'B)|=Tr (C'BB'C)=Tr (CB'B'C)="Tr [(CB)('B'C)|=Tr (‘B'CCB)
On a utilisé A 2), puis ‘BB = B'B, puis & nouveau A 2).
Donc: ||[AC —CB|?*— ||*AC -C'B|*>= 0
B6)Donc: AC = CB < AC—-CB = OMn([R) < |AC —-CB| =0 < ||AC-CBJ|*>=0
< |'AC-C'B|? =0 — ||'AC—-C'B|| = 0 — 'AC-C'B = O/\/ln([R)

Donc: AC = CB «<— 'AC = C'B

C1) Toute matrice de M1 ([R) est diagonale et symeétrique, de plus la multiplication est commutative dans M, ([R)
Donc: V(S,5)¢€ [/\/ll([R)]2 SS' = 5'S et Il_lSll et Il_lS'Il sont diagonales, et enfin [; € (’)1([R).

En d’autres termes, A(1) est trivialement vérifiée.

C2.1) Si S, ...,S, sont toutes diagonales alors : Vi€ [[1,p]] I;'S;1, est diagonale et I,, € O,(R).
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C2.2) Munissons R™ de sa structure euclidienne canonique.

S est une matrice symetrique réelle, soit donc (Vi,...,V;,) une base orthonormale de R" formée de vecteurs propres
de S1 et A1,..., A\, les valeurs propres correspondantes.
Nommons 7 l'ordre de multiplicité de A1, & priorion a: r € [[1,n].

S étant diagonalisable r est aussi dim Ker (S1 — A1 1,,).

S1 n’est pas diagonale donc Sy — A\ [, # OM ([R) donc rg(Sl I,)>0

donc dim Ker (S1 —MlI,) = n — rg(S1 —AMily) <n donc [[1 n—1].

S1 est diagonalisable, r est 1'ordre de mult1p11c1te de la valeur propre A1 et (Vi,...,V,,) est une base de R" formée de
vecteurs propres de S7, donc, parmi les V;, il y a exactement r vecteurs dont la valeur propre est A; ;

quitte & permuter les V; imposons donc: A = Ay =---= A\, et Vie[r+1,n] N\ #A\ =\

Soit 1 la matrice de passage de la base canonique de R™ a (V4,...,V,,).

Alors: ;€ 0, ([R) car les deux bases en question sont orthonormales,

M AL (0) Art1
Q7180 = . (0) :( r > avec A = - (0)
Lo ((0) An (0) A (0) “»,
Donc : [si 51 appartient a S, ([R) et si 57 n’est pas diagonale, alors :
1 (AL (0)
1<r<n e Q7510 = <(0) A
A est une matrice diagonale d’ordre n — r,
A ne figure pas sur la diagonale de A.

= (7“, A A, Ql) eNxRxM,, ([R,) xOp ([R,)

C2.3) Q; appartient a (’) ( ) onc: Q7'=1;.
Donc: Vie| ( S Q tQ S Q ) =, tSZ-Ql) = Q'S0 car S; est symétrique.
Done: ic] A, B; " /A,
onc: Vi Dz C =\,
Donc: Vie[l,p] A; = Cz, D = 'B;.
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C24)eOna: Vie[l,p] 515 = S < Q'S80 = Q'S80 <= (27'5191) (27'921) = (2718:921) (27 19194)
. ()JT (0)> (Ai Bi> B (AZ- Bi> ()JT (0)>
0 A J\D;c;)  \D;c; )\ (0) A
AB; = B;A
A, )\Bi>_<)\Ai BZ-A> { Oy
= = <~ (AD; = AD;
(ADZ- AC; AD; CiA AC, — A
Or: Vie[l,p] ABi= BiA = '(\B;) ="(B;A) = \'B; = 'A'B; = \D; = AD;
car, d’apres C2.3) D; = 'B; et, d’apres C2.2), A est diagonale donc ‘A = A.

) )\Bi = BiA
Donc: Vi€ [1,p] SiSi= 881 <= {etAci: CiA

e Soit 4 fixé dans [[1,p]]. Par hypothese 515; = S;51 donc, d’aprés le premier alinéa AB; = B;A. Aot
T+
Soit (k,1) fixé dans [[1,r]x[[1,n — ]|, appelons by; le terme de ligne k colonne [ de B; et posons A = ( - (0) )

0) "x,
Les termes de ligne k colonne | de AB; et B;A sont respectivement \bg; et by\,.4 car le 1P terme de la kOO ligne
de B; est by et tous les termes de la M€ colonne de A sont nuls saul le /M€ qui vaut A\.y.
Donc Abg; = bgiAr4; donc (A — Apgy) by = 0 donc by = 0 (d’aprés C2.2), A ne figure pas sur la diagonale de A).
Donc: V(k,D)e[l,r]x[[l,n—7r] bg=0 donc B;= OM, . (R
Donc: Vie[l,p]] B;= OMMHT([R) et D;=1'B; = O/\/ln,m([R)
C2.5)Donc : VY (i,5)€[1,p]?
S;S; = S;S; = Q71880 = Q7'S;50 = (
)

Q
= (o D(E)-(52)

Donc : V(’L,j)e Hl,pHQ SiSj = SjSi —
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C2.6) D’apres C2.3), {41,...,4,} C S, ([R) et {C1,...,Cp} C S’n_r([R).
D’apres C2.2): r € [[I,n—1] donc n—r€ [1,n—1].
Par hypothese V (i,7)€[[1,p]]* Si;S; = S;S; donc, d’apres C2.5), A;A; = AjA; et C;C; = C;C.
Donc, puisque nous avons supposé la propriété vraie du rang 1 au rang n — 1, nous pouvons choisir Q' dans O, ([R) et
Q" dans O, (R) telles que :  Vie[[1,p] Q' 1A4;Q" et Q7~1C;Q” soient diagonales.

(T ) ()~ (T ) () s () 4)- ()
Pone: (?o{){ &;’L) ot = (o o) o = [ (o) )]
Donc: Vi€[[1,p] , . oy )
(] 5 ) (s () -5 2 5 2) (5 2)
(o o) (i @) (o )= 2% () )
(0

_ (T LAY cette matrice est diagonale car '~ 1A (94
0) QoY et Q" 71C;Q” le sont.

o (2 ON] 2 0 ey — (O Ve, _ (X0 N g1 2 0\
De phlS . |:Ql ((0) QO >:| - ((0) QO Ql - (0) th Ql - (0) Qw—l Q1 - Ql (0) QO
(on a utilisé le fait que 1, Q' et Q” soient orthogonales )

!
donc 4 {2 (0,2 est une matrice orthogonale.
(0) @

Donc: 3Q€0,(R)/Vie[l,p] Q715 soit diagonale.
Récapitulons : e la propriété A(1) est vraie,
e nous avons prouvé : VneN"\ {1} (A(1),A(2),...,A(n-1) sont vraies) = (A(n) est vraie)

Nous pouvons donc conclure : VnelN* A(n) est vraie.
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C3.1)e

C3.1)

Tout d’abord, d’évidence, Ay, As, Az, C1, Cy, C5 sont des matrices réelles carrées d’ordre 2 symetriques.

poans: 2= (& ) wer= (1))

On a: Al—iIQ‘i‘ ZAI, AQZ%IQ‘F%AI, A32012+0AI, 01:%12-1-%0/, CQZ%IQ-F%CI, CgZ%IQ—%Cl

Donc A, As et Az sont des combinaisons linéaires de I et A’ qui commutent, et, de méme, C7, Cy et C3 sont des
combinaisons linéaires de I et C’ qui commutent.

Donc Ay, As, A3 commutent deux a deux et Cy, Cy, C3 commutent deux a deux.
Donc {Al, A, Ag} et {Cl, Co, Cg} vérifient I’hypothese figurant dans A(2).

-2 V3

e Deplus: VAER det(A — \p) = V32 A ‘ M2 -3=XA-1)22-4=A=-3)(A+1)

Et: V(z,y)€R? > ( > = {y\/?’:_x = {x+y\/§:0 — r=—-yV3

( V3 +2y=—y 2V34+3y=0
V3 -3 1 3 1 on a utilisé 'orthogonalité des sous-espaces
li ! _ —
Done 4 (—1 o 1 ot A Vv3) \3v3) 3 V3 propres de A’

1 1 V3 _1 30

Posons donc : Q9 = 5(\/— 1 alors QQEOQ(R) et Q7 AQy = 01
30 10

2+ (5 )] = (o0)

e (651 6Y)

3
Donc : Q 114192: QQ_ ( I + 5 AI) QQ
2" (

NG N

Q' A =0 B L +1A4)Q, =

et, bien str : Q51430 = OMLR)

ciins ()= (1) @ o (4)-(7)

1 1 -1

V2 \11
Donc: Q71010 = ' (3 L+3C) Q%=

Posons donc : Q) = alors Q) € O2(R) et Qe = (1 0 >

[ 10 10
=+ (0 5)]=(o0)
[ 10 20
b (5 5)] = (51
a7 10

02

Q= L+ 50 Q=

G0 =0 L - 10, =

| = N = N =
r
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©3.2) Posons : U1=%<\}§>, U2:%<\_/?>, UBZ%G» U4:%<—11>

D’apres C3.1),ona: AU = Uy, AUz = OR:2: AUy = 2U;, AUy = Us,
ClUS = US; CUy = O[RQ, CQUS = 2U3, CoUy = U4, CgUg = Ug, 03U4 = 2U,

1 V3 0 0
13 1| -1 110 1 0
Posons : Vl—§ 0 ,V2_§ 0 ’VB_E ) ,1/4_E .
0 0 1 -1
Visiblement, (V, Va, V3, V4) est une famille orthonormale de R?*, donc (V1, Va, Vs, V4) est une base ortonormale de R?.
1
A;Un
. 1/ 4; (0 3 i
Deplus: Vie{l,2,3} S;Vh = 3 <(0) (Cz)> \{)_ = 8 donc SV = Vi, SpVi=2Vi, S5Vi=0Rs
0
1 (A (0) \_/? Ailz
SiVe =3 ((03 Cz> o | = 0 ) dome 52O V=W Si12= O
0
0 0
1 [ A; (0) 0
SiVs = — = 0 donc 51V = Vi, SoVs = 2V3, S3Vz= V3
2 \(0) C; 1
1 C;Us
0 0
1 [ A; (0) 0
SiVy=— = 0 donc Si1Vy= Ogs, S2Va= Vi, S3Vi= 2V}
2 \(0) G 1 C.U,
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