
ENS 2005 Maths-Info Corrig�e de M. Quer
ia (michel.quercia@prepas.org)
1 Préliminaires

1.1) La r�e
exivit�e et la transitivit�e de 4 sont �evidentes. Si x, y ∈ Dn et si x 4 y 4 x alors x1 = y1, x1 + x2 = y1 + y2,. . . , x1 + .. . + xn = y1 . . . + yn d'o�u xi = yi pour tout i. Ce
i prouve l'antisym�etrie de la restri
tion de 4 �a Dn.Par 
ontre il n'y a pas antisym�etrie sur Rn: (x 4 y 4 x) ⇐⇒ (x↓ = y↓) /⇐⇒ (x = y).
1.2) Cons�equen
e imm�ediate de la relation k∑

i=0y↓n−i = n∑

i=1y↓i − n−k−1∑

i=1 y
↓
i .

1.3) Pour k ∈ {1, . . ., n− 1} on a n = n∑

i=1 x↓i 6 (n− k)x↓k + k∑

i=1 x↓i 6
n− k
k

k∑

i=1 x↓i + k∑

i=1 x↓i = n
k

k∑

i=1 x↓i , d'o�u k∑

i=1 x↓i > k.
2 Matrices doublement stochastiques

2.1) Une matri
e P est doublement sto
hastique si et seulement si elle est �a 
oeÆ
ients positifs et si eP = e et Pte = te.Les propri�et�es demmand�ees sont alors �evidentes.
2.2) Soit j ∈ {1, . . ., n} et x = ejP. On a x 4 ej don
, d'apr�es 1.2, x↓n > 0, 
'est-�a dire xi = Pij > 0 pour tout i. Deplus n∑

i=1Pij = n∑

i=1 x↓i = 1. Consid�erons �a pr�esent y = eP. On a y 4 e et n∑

i=1yi = n, d'o�u e 4 y d'apr�es 1.3. Ainsi
y↓ = e↓ = e, 
e qui implique y = e. On en d�eduit yi = n∑

j=1Pij = 1 pour tout i.
2.3) Il existe σ, ρ, permutations de {1, . . ., n}, telles que x↓ = xQ(σ) et y↓ = yQ(ρ). On a alors y↓ = x↓Q(σ)−1PQ(ρ),et P′ = Q(σ)−1PQ(ρ) = Q(σ−1)PQ(ρ) est doublement sto
hastique en tant que produit de matri
es doublementsto
hastiques.Soit k ∈ {1, . . ., n}. On a :

k∑

j=1 y↓j = k∑

j=1 n∑

i=1 P′ijx↓i = k∑

j=1 k∑

i=1 P′ijx↓i
︸ ︷︷ ︸

a

+ k∑

j=1 n∑

i=k+1P′ijx↓k
︸ ︷︷ ︸

b

−

k∑

j=1 n∑

i=k+1P′ij(x↓k − x↓i )
︸ ︷︷ ︸

>0
a = k∑

i=1 x↓i − k∑

i=1(1− k∑

j=1 P′ij)x↓i
b = k∑

j=1(1− k∑

i=1 P′ij)x↓k = k∑

i=1(1− k∑

j=1 P′ij)x↓k
k∑

j=1 y↓j 6 a+ b = k∑

i=1 x↓i − k∑

i=1(1− k∑

j=1 P′ij)(x↓i − x↓k)
︸ ︷︷ ︸

>0 6

k∑

i=1 x↓i ,et il y a �egalit�e si k = n. Ce
i prouve que y 4 x.
2.4) Soit T = λI+ (1− λ)Q(σ) alors (xT)i = λxi + (1− λ)xσ(i).
2.5) Comme x 6= y et n∑

i=1 xi = n∑

i=1yi, il existe j, k ∈ {1, . . ., n} tels que xj > yj et xk < yk. En prenant j et kminimaux, on a de plus j < k 
ar k∑

i=1 xi >
k∑

i=1 yi. Don
 xj > yj > yk > xk. On pose λ = yj − xk

xj − xk
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σ la transposition (j k). Soient en�n T = λI + (1 − λ)Q(σ) et x′ = Tx : T est doublement sto
hastique 
ommebary
entre de deux telles matri
es. De plus, x′i = xi pour i /∈ {j, k} et x′j = λxj+(1−λ)xk = yj, don
 x′ a au moinsune 
oordonn�ee de plus que x en 
ommun ave
 y. Il reste �a v�eri�er qu'on a bien y 4 x′, 
'est-�a dire p∑

i=1yi 6

p∑

i=1 x′↓iave
 �egalit�e pour p = n.Or p∑

i=1 x′↓i >

p∑

i=1 x′i = p∑

i=1 xi >

p∑

i=1yi pour tout p ∈ {1, . . ., j−1}∪{k, . . ., n} ave
 �egalit�e pour p = n, don
 les seuls
p pouvant poser probl�eme sont 
eux 
ompris entre j et k− 1. Et pour un tel 
hoix de p on a :

p
∑

i=1 x′↓i >

p
∑

i=1 x′i = p
∑

i=1 xi + (yj − xj) = j
∑

i=1 yi + p
∑

i=j+1 xi >

p
∑

i=1 yi.

2.6) On a vu en 2.3 que si y = xP ave
 P doublement sto
hastique alors y 4 x. On prouve l'impli
ation r�e
iproquepar r�e
urren
e sur n, le 
as n = 1 �etant �evident. Pour n > 2, soient x, y ∈ Rn tels que y 4 x. Soient σ, ρ,permutations de {1, . . ., n} telles que y↓ = yQ(σ) et x↓ = xQ(ρ). Si y↓ = x↓ alors y = xQ(ρ◦σ−1). Sinon, il existe
T doublement sto
hastique et x′ = x↓T tels que y↓ 4 x′ et x′ et y↓ ont au moins une 
oordonn�ee �egale (questionpr�e
�edente). Mettons x′j = y↓j , et soit k tel que x′j = x′↓k . Consid�erons alors les ve
teurs X et Y de Rn−1 obtenus �apartir de x′ et y↓ en oubliant la j-�eme 
oordonn�ee.Si p < min(j, k), on a p∑

i=1 Y↓i = p∑

i=1y↓i 6

p∑

i=1 x′↓i = p∑

i=1X↓
i .Si p > max(j, k), on a p∑

i=1 Y↓i = p+1∑

i=1 y↓i − y↓j 6

p+1∑

i=1 x′↓i − x′↓k = p∑

i=1X↓
i et il y a �egalit�e si p = n− 1.Si j 6 p < k, on a p∑

i=1 Y↓i = p+1∑

i=1 y↓i − y↓j 6

p∑

i=1y↓i 6

p∑

i=1 x′↓i = p∑

i=1X↓
i .Si k 6 p < j, on a p∑

i=1 Y↓i = p∑

i=1 y↓i = p+1∑

i=1 y↓i − y↓p+1 6

p+1∑

i=1 y↓i − y↓j 6

p+1∑

i=1 x′↓i − x′↓k = p∑

i=1X↓
i .Ainsi Y 4 X. Par hypoth�ese de r�e
urren
e il existe P ∈ Mn−1(R) doublement sto
hastique telle que Y = XP.On note P = (

A B

C D

) ave
 A ∈ Mj−1(R) et on 
onsid�ere la matri
e P′ = 



A 0 B0 1 0
C 0 D



 ∈ Mn(R). C'est unematri
e doublement sto
hastique telle que y↓ = x′P′. Ainsi y = xQ(ρ)TP′Q(σ−1).
2.7) j ←− 1Tant que xj = yj faire j ←− j+ 1 �n tant que

k ←− j+ 1Tant que xk > yk faire k ←− k+ 1 �n tant que
λ ←− (yj − xk)/(xj − xk)
T ←− I
Tjj ←− λ; Tjk ←− 1− λ; Tkj ←− 1− λ; Tkk ←− λretourner T .

2.8) Sens ⇐= : soient S, T ⊂ {1, . . ., n} de 
ardinaux s, t ave
 s+ t = n+ 1 tels que Mij = 0 pour tout (i, j) ∈ S× T .S'il existait une permutation σ de {1, . . ., n} telle que n∏

i=1Mσ(i),i 6= 0 alors σ(T) serait disjoint de S, 
e qui estimpossible vu les 
ardinaux de 
es ensembles.Sens =⇒ : par r�e
urren
e sur n, le 
as n = 1 �etant �evident. Dans le 
as g�en�eral, on suppose l'impli
ation prouv�eepour toute matri
e de taille k < n. Soit M ∈ Mn(R) telle que n∏

i=1Mσ(i),i = 0 pour toute permutation σ. On
onstruit deux parties S, T ⊂ {1, . . ., n} de 
ardinaux s, t ave
 s+t = n+1 tels queMij = 0 pour tout (i, j) ∈ S×Tde la mani�ere suivante : si la premi�ere 
olonne de M est nulle alors les ensembles S = {1, . . ., n} et T = {1}
onviennent. Sinon, il existe i ∈ {1, . . ., n} tel que Mi1 6= 0 et on peut appliquer l'hypoth�ese de r�e
urren
e �ala sous-matri
e M1 d�eduite de M en supprimant la ligne i et la 
olonne 1. Il existe don
 S1 ⊂ {1, . . ., n} \ {i}et T1 ⊂ {2, . . ., n} de 
ardinaux s1, t1 ave
 s1 + t1 = n tels que Mij = 0 pour tout (i, j) ∈ S1 × T1. Quitte�a permuter les lignes et les 
olonnes de M, on peut supposer S1 = {1, . . ., s1} et T1 = {s1 + 1, . . ., n}. Alorsm05lm3
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M = (
A 0
B C

) ave
 A ∈ Ms1(R) et C ∈ Mt1(R). On 
onsid�ere dans 
e qui suit que les lignes et les 
olonnesde C sont index�ees par T1, au lieu de {1, . . ., t1}. Si σ est une permutation de S1 et ρ est une permutation de T1alors ∏

i∈S1Aσ(i),i × ∏

i∈T1 Cρ(i),i = 0 par hypoth�ese sur M. Comme σ et ρ peuvent être 
hoisies ind�ependamment,on en d�eduit que l'une des deux propri�et�es suivantes est vraie :(1) ⇐⇒ ∀σ, ∏

i∈S1Aσ(i),i = 0, (2) ⇐⇒ ∀ρ, ∏

i∈T1 Cρ(i),i = 0.Dans le premier 
as, par hypoth�ese de r�e
urren
e (on a s1 6 n− 1), il existe S2, T2 ⊂ S1 de 
ardinaux s2, t2 ave

s2 + t2 = s1 + 1 tels que Aij = 0 pour tout (i, j) ∈ S2 × T2. Ainsi Mij = 0 pour tout (i, j) ∈ S2 × (T1 ∪ T2) et
ard(S2) + 
ard(T1 ∪ T2) = s2 + t1 + t2 = n+ 1. On 
on
lut de même dans le deuxi�eme 
as.

2.9) Soient S, T ⊂ {1, . . ., n} de 
ardinaux s, t ave
 s + t = n + 1 tels que Pij = 0 pour tout (i, j) ∈ S × T . Quitte �apermuter les lignes et les 
olonnes de P, on peut supposer que P est de la forme P = (
A 0
B C

) ave
 A ∈Ms,n−t(R).La somme de tous les 
oeÆ
ients de A est �egale �a la somme de tous les 
oeÆ
ients des s premi�eres lignes de P, soit
s. De même, la somme de tous les 
oeÆ
ients de C est �egale �a t, et la somme des 
oeÆ
ients de B est positive ounulle. Don
 s+ t est au plus �egal �a la somme de tous les 
oeÆ
ients de P, soit s+ t 6 n. On 
on
lut �a l'existen
ede σ grâ
e �a l'�equivalen
e d�emontr�ee �a la question pr�e
�edente.Consid�erons alors P′ = P − cQ(σ) : les 
oeÆ
ients de P′ sont positifs ou nuls et la somme des 
oeÆ
ients d'uneligne quel
onque de P′ est �egale �a 1− c, de même que la somme des 
oeÆ
ients d'une 
olonne quel
onque de P′.Ainsi, si c 6= 1, la matri
e R = P′/(1− c) est doublement sto
hastique.

2.10) Pour P doublement sto
hastique soit N(P) le nombre de 
oeÆ
ients non nuls dans P. Comme 
haque 
olonne de P
omporte au moins un 
oeÆ
ient non nul, on a N(P) > n. On prouve par r�e
urren
e sur N(P) l'existen
e d'uned�e
omposition de P de la forme P = α1Q1+. . .+αkQk ave
 αi ∈ R+, Qi matri
e de permutation, α1+. . .+αk = 1et k 6 N(P)− n+ 1 6 n2 − n+ 1.Si N(P) = n : 
haque 
olonne de P 
omporte exa
tement un 
oeÆ
ient non nul, et 
e 
oeÆ
ient vaut 1 (sommede la 
olonne). Pour i ∈ {1, . . ., n} on note σ(i) l'unique indi
e tel que Pσ(i),i = 1. Puisque la somme de 
haqueligne est �egale �a 1, σ est bije
tive et P = Q(σ). On pose α1 = 1 et Q1 = Q(σ).Si N(P) > n : on suppose l'existen
e d'une d�e
omposition prouv�ee pour toute matri
e doublement sto
hastique
P′ telle que N(P′) < N(P). Soient σ et c mis en �eviden
e �a la question pr�e
�edente. On a c < 1 (sinon on aurait
N(P) = n) don
 µ, R, d�e�nis �a la �n de la question pr�e
�edente existent et µ = 1− c > 0. Si Pij = 0 alors i 6= σ(j)don
 Rij = 0. Si j est tel que c = Pσ(j),j alors Rσ(j),j = 0. Ainsi, N(R) 6 N(P)−1 et il existe une d�e
omposition de
R : R = β1Q1+.. .+βℓQℓ ave
 βi > 0, Qi matri
e de permutation, β1+.. .+βℓ = 1 et ℓ 6 N(R)−n+1 6 N(P)−n.On en d�eduit P = µβ1Q1 + . . . + µβℓQℓ + cQ(σ), 
e qui donne une d�e
omposition de P de la forme annon
�ee.Remarque : le 
as N(P) = n + 1 est impossible, don
 en fait on a k 6 n2 − n. Ce majorant n'est pas optimal
ar l'ensemble des matri
es doublement sto
hastiques est in
lus dans un espa
e aÆne de dimension (n− 1)2, don
d'apr�es le th�eor�eme de Carath�eodory tout bary
entre �a 
oeÆ
ients positifs de matri
es de permutations peut êtrer�e�e
rit 
omme bary
entre �a 
oeÆ
ients positifs d'au plus (n− 1)2 + 1 telles matri
es.

2.11) D'apr�es les questions 2.6 et 2.10, y 4 x si et seulement si y est bary
entre�a 
oeÆ
ients positifs des six ve
teurs d�eduits de x par permutation de 
oor-donn�ees. L'ensemble des ve
teurs y est don
 l'enveloppe 
onvexe 
e 
es sixve
teurs, qui sont 
oplanaires puisque la somme x1 + x2 + x3 est 
onserv�ee ;
'est en g�en�eral un hexagone. Ave
 x = (1, 0, 3) on obtient la �gure 
i-
ontre. (0,1,3)

(3,1,0) (1,3,0)

(0,3,1)

(1,0,3)

(3,0,1)

m05lm3
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3 Application aux graphes

3.1) On appelle 
hâ�ne toute suite (a0, . . ., an) d'arêtes deux �a deux distin
tes telles que pour tout i ∈ {0, . . ., n− 1},
ai ∩ ai+1 6= ∅. On dit qu'elle est prolongeable s'il existe a ∈ E telle que (a, a0, . . ., an) ou (a0, . . ., an, a) est une
hâ�ne. Si le graphe G peut être 
olori�e ave
 deux 
ouleurs alors on a les propri�et�es suivantes :1) toute arête appartient �a au moins une 
hâ�ne non prolongeable.2) si (a0, ..., an) est non prolongeable et a ∈ E \ {a0, ..., an} alors pour tout i ∈ {0, ..., n}, on a a ∩ ai = ∅.3) si (a0, ..., an) et (b0, ..., bp) sont non prolongeables alors {a0, ..., an} et {b0, ..., bp} sont �egaux ou dis-joints. 4) E est r�eunion disjointe de 
hâ�nes non prolongeables.D�emonstration :1) R�esulte du fait que E est �ni.2) Si a ∩ ai 6= ∅ alors i 6= 0 et i 6= n 
ar (a0, . . ., an) est non prolongeable. Soit x le sommet 
ommun �a a et ai.Alors x est aussi un sommet de ai−1 ou ai+1, don
 il y a trois arêtes distin
tes 
ontenant x 
e qui est in
ompatibleave
 l'existen
e d'une 
oloration de G ave
 deux 
ouleurs.3) Si {a0, . . ., an} 6= {b0, . . ., bp} alors il existe par exemple j tel que bj /∈ {a0, . . ., an}. Si j > 1 alors bj a unsommet 
ommun ave
 bj−1 don
 bj−1 /∈ {a0, . . ., an} d'apr�es 2). De même, si j < p alors bj+1 /∈ {a0, . . ., an}. Depro
he en pro
he, on montre qu {a0, . . ., an} ne 
ontient au
un �el�ement de {b0, . . ., bp}.4) On 
onstruit une d�e
omposition de E en 
hâ�nes non prolongeables disjointes de pro
he en pro
he. Si E 6= ∅,soit a ∈ E et (a0, . . ., an) une 
hâ�ne non prolongeable 
ontenant a. Si E 6= {a0, . . ., an}, soit b ∈ E \ {a0, . . ., an}et (b0, . . ., bp) une 
hâ�ne non prolongeable 
ontenant b. Elle est disjointe de {a0, . . ., an} d'apr�es 3). On 
ontinueainsi tant qu'il reste des arêtes.Cons�equen
e. Si G admet une (p1, p2)-
oloration ave
 p1 > p2 alors il existe une 
hâ�ne non prolongeable 
om-portant stri
tement plus d'arêtes de 
ouleur 1 que d'arêtes de 
ouleur 2. Les 
ouleurs alternent le long de 
ette
hâ�ne, don
 il y exa
tement une arête de plus 
ouleur 1 dans la 
hâ�ne. En inversant les 
ouleurs de 
ette 
hâ�neet en 
onservant les 
ouleurs des autres arêtes, on obtient une (p1 − 1, p2 + 1)-
oloration de G.

3.2) On a (qj − 1, qi + 1) = (qj, qi)(
α 1− α1− α α

) ave
 α = qj − qi − 1
qj − qi

∈ [0, 1[, don

x = (q1, . . ., qj − 1, . . ., qi + 1, . . ., qn) = (q1, . . ., qn)Pave
 Pkk = 1 si k /∈ {i, j}, Pii = Pjj = α, Pij = Pji = 1 − α et Pkℓ = 0 dans les autres 
as. La matri
e P estdoublement sto
hastique, d'o�u x 4 (q1, . . ., qn) d'apr�es 2.3.

3.3) Lemme 1 : soit p = (p1, ..., pn) tel que G est p-
oloriable et j, k ∈ {1, ..., n} tels que pj > pk.Soit p′ = (p′1, ..., p′n) d�e�ni par p′j = pj − 1, p′k = pk + 1 et p′i = pi pour i /∈ {j, k}. Alors G est p′-
oloriable.D�emonstration : soit c une p-
oloration de G et E′ = {a ∈ E tel que c(a) ∈ {j, k}}. Le graphe G′ = (X, E′) est(pj, pk)-
oloriable don
 il est aussi (pj − 1, pk + 1)-
oloriable d'apr�es 3.1. Si c′ est une (pj − 1, pk + 1)-
olorationde G′ alors l'appli
ation c′′ de E dans {1, . . ., n} d�e�nie par c′′(a) = c′(a) si a ∈ E′ et c′′(a) = c(a) sinon est une
p′-
oloration de G.Lemme 2 : soient p, q ∈ Nn ∩Dn tels que G est p-
oloriable, q 4 p et q 6= p. Alors il existe r ∈ Nn ∩Dntel que q 4 r 4 p, r 6= p, et G est r-
oloriable.D�emonstration : soient j, k ∈ {1, . . ., n} minimaux tels que qj < pj et qk > pk. Comme p, q ∈ Dn et q 4 p, on a
j < k, don
 pj > qj > qk > pk. On pose p′ = (p1, . . ., pj − 1, . . ., pk + 1, . . ., pn) et r = p′↓. G est p′-
oloriabled'apr�es le lemme 1, don
 aussi r-
oloriable puisque r est une permutation de p′. On a p′ 4 p d'apr�es 3.2, et q 4 p′par le même raisonnement qu'en 2.5, d'o�u q 4 r 4 p. En�n r 6= p 
ar pk + 1 6 qj < pj don
 le nombre de
oordonn�ees de r �egales �a pj est moindre que le nombre 
orrespondant pour p.R�eponse �a la question : soient p, q ∈ Nn tels que G est p-
oloriable et q 4 p. Soit E l'ensemble des r ∈ Nn ∩Dntels que q 4 r 4 p et G est r-
oloriable. p↓ ∈ E don
 E est non vide et E est �ni 
ar les 
oordonn�ees d'un �el�ementm05lm3
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de E sont enti�eres 
omprises entre 0 et max(p1, . . ., pn). Il existe don
 un �el�ement r minimal dans E . Le lemme 2montre qu'on ne peut avoir r 6= q↓, d'o�u r = q↓ et la question est termin�ee.
3.4) L'�equipe xi gagne 
ontre toutes les �equipes xj telles que j > i.
3.5) On peut supposer (s1, . . ., sn) d�e
roissant. Pour k ∈ {1, . . ., n}, les �equipes x1, . . ., xk ont jou�e k(k− 1)/2 mat
hesentre elles et k(n − k) mat
hes 
ontre l'une des autres �equipes. Le nombre de mat
hes gagn�es globalement par

x1, . . ., xk est don
 s1 + .. . + sk 6 k(k− 1)/2 + k(n− k) = (n− 1) + . . . + (n− k), et il y a �egalit�e si k = n.
3.6) Pour i = n, �a la �n de la ligne 2, s a �et�e transform�e en (s1, . . ., ssn

, ssn+1− 1, . . ., sn−1− 1, sn). Le ve
teur obtenuen ligne 5 est une permutation de 
e dernier, ave
 toujours sn en derni�ere 
omposante. Il faut don
 prouver que(s1, . . ., , ssn
, ssn+1−1, . . ., sn−1−1) 4 (n−2, . . ., 0), soit (s1, . . ., , ssn

, ssn+1−1, . . ., sn−1−1, n−1) 4 (n−1, . . ., 0).Ce
i r�esulte d'une appli
ation r�ep�et�ee du lemme suivant :Lemme : soit x ∈ Nn tel que x1 6 ... 6 xn < n − 1 et x 4 (n − 1, ..., 0). Alors le ve
teur y d�e�ni par
yn = xn + 1, yxn+1 = xxn+1 − 1 et yi = xi pour i /∈ {n, xn + 1} v�eri�e y ∈ Nn et y 4 (n− 1, ..., 0).D�emonstration : Si y /∈ Nn alors xxn+1 = 0 = xxn

= .. . = x1, d'o�u(n− 1) + . . . + 0 = x1 + .. . + xn = xxn+2 + .. . + xn 6 (n− 1) + . . . + (xn + 1),
e qui est impossible ave
 xn ∈ N. Ensuite, soit k le plus petit indi
e tel que xk = xk+1 = . . . = xxn+1 = α. Alors
y↓ = (xn + 1, . . ., xxn+2, α, . . ., α, α− 1, xk−1, . . ., x1), d'o�u pour p ∈ {1, . . ., n} :

y
↓1 + .. . + y↓p = {

xn + .. . + xn−p+1 + 1 si p < n− k,
xn + .. . + xn−p+1 si p > n− k.Si l'on suppose y 64 (n − 1, . . ., 0) alors il existe p < n − k tel que xn + .. . + xn−p+1 > (n − 1) + . . . + (n − p).Comme xn+ .. . +xn−p+2 6 (n−1)+ . . . +(n−p+1), on a xn−p+1 > n−p, don
 n−p+1 est 
ompris entre k+2et xn +1. Ainsi, xn−p+1 = α = xn−p, et x1+ .. . +xn−p > (n− 1)+ . . . + (n−p)+α > (n− 1)+ . . . + (n−p− 1)en 
ontradi
tion ave
 l'hypoth�ese x 4 (n− 1, . . ., 0). Le lemme est d�emontr�e.Fin de la question : pour i ∈ {1, . . ., n} soient si,Mi et Qi les valeurs de s, M et Q en �n de ligne 5 lorsquel'indi
e de bou
le est �egal �a i. On v�eri�e alors par r�e
urren
e d�e
roissante sur i que les propri�et�es suivantes sontsatisfaites :1) si ∈ Nn et si i > 1 alors si1 6 ... 6 sii−1, et (si1, ..., sii−1) 4 (i− 1, ..., 0) ;2) Mi est �a 
oeÆ
ients dans {0, 1} ;3) la diagonale de Mi est nulle ;4) si i > 1 alors Mjk = 0 pour tous j, k ∈ {1, ..., i− 1} ;5) pour tous j, k ∈ {1, ..., n}, on a (Mjk = 1) =⇒ (Mkj = 0) ;6) si i 6 j 6 n alors Mi

j1 + ... +Mi
jn = (sQn...Qi)j ;7) si 1 6 j < i alors sij +Mi

ji + ... +Mi
jn = (sQn...Qi)j.1) r�esulte du lemme pr�e
�edent et du tri de s e�e
tu�e en ligne 5.2) est �evident.3) r�esulte du fait qu'on ne modi�e pas la diagonale de M en lignes 2 et 3, et du fait que 
ette diagonale estglobalement 
onserv�ee par la 
onjugaison e�e
tu�ee en ligne 5.4) r�esulte du fait que seules la ligne i et la 
olonne i de M sont modi��ees en lignes 2 et 3, et du fait que lapermutation asso
i�ee �a Qi 
onserve globalement l'ensemble {1, . . ., i− 1}.5) r�esulte du fait qu'on ne modi�e jamais deux 
oeÆ
ients sym�etriques par rapport �a la diagonale en lignes 2 et 3,et du fait que la 
onjugaison e�e
tu�ee en ligne 5 transporte des 
oeÆ
ients sym�etriques par rapport �a la diagonalevers des 
oeÆ
ients eux aussi sym�etriques par rapport �a la diagonale.6) et 7) r�esultent du fait que les 
oeÆ
ients deM modi��es en lignes 2 et 3 �etaient nuls avant modi�
ation d'apr�esla propri�et�e 4 (au rang i+ 1).Soient alors M = M1 et Q = Qn . . .Q1 : Q est une matri
e de permutation et M est �a 
oeÆ
ients dans {0, 1} �adiagonale nulle. Pour tout j ∈ {1, . . ., n}, la somme des 
oeÆ
ients de la ligne j deM est �egal �a (sQ)j et la sommede tous les 
oeÆ
ients de M + tM est �egale �a 2((n − 1) + . . . + 0) = n(n − 1). Or M + tM est une matri
e �a
oeÆ
ients dans {0, 1} et �a diagonale nulle d'apr�es les propri�et�es 3) et 5), don
 pour tous j, k ∈ {1, . . ., n} distin
tsm05lm3
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on a Mjk +Mkj = 1, soit (Mjk = 1) ⇐⇒ (Mkj = 0). Ce
i prouve que M est la matri
e d'in
iden
e d'un tournoiet que le s
ore de 
e tournoi est une permutation de s.
4 Schur-croissance et polygones

4.1) Si f est S
hur-
roissante, x ∈ Rn et Q est une matri
e de permutation, alors xQ 4 x et x = xQQ−1 4 xQ d'o�u
f(x) = f(xQ), 
e qui prouve la sym�etrie de f. L'impli
ation f est S
hur-
roissante =⇒ f est S
hur-
roissante en sesdeux premiers arguments est par ailleurs �evidente. Supposons �a pr�esent f S
hur-
roissante en ses deux premiersargumens et sym�etrique. On d�emontre que f est S
hur-
roissante par r�e
urren
e sur n. Dans le 
as n = 1 il n'ya rien �a d�emontrer, et le 
as n = 2 rel�eve de l'hyopth�ese faite sur f. Pour n > 2, soient x, y ∈ Rn ave
 x 4 y.Si x↓ = y↓ alors x est une permutation de y et f(x) = f(y). Sinon, il existe une (λ,Q)-transformation T telle que
x↓ et y′ = y↓T ont au moins une 
oordonn�ee �egale et x↓ 4 y′. Par sym�etrie de f, f(x) = f(x↓) et f(y) = f(y↓).De plus, y′ et y↓ ont n− 2 
oordonn�ees �egales, don
 la sym�etrie de f et sa S
hur-
roissan
e par rapport aux deuxpremiers arguments impliquent f(y′) 6 f(y↓).Il reste �a prouver que f(x↓) 6 f(y′) ; soit i tel que x↓i = y′i et g l'appli
ation de Rn−1 dans R d�e�nie par
g(t1, . . ., tn−1) = f(t1, . . ., ti−1, x↓i , ti, . . ., tn−1). g est sym�etrique et S
hur-
roissante en ses deux premiers argu-ments, don
 est S
hur-
roissante par hypoth�ese de r�e
urren
e. De plus, (x↓j )j6=i 4 (y′j)j6=i (même d�emonstrationqu'en 2.6), don
 g((x↓j )j6=i) 6 g((y′j)j6=i), soit f(x↓) 6 f(y′).

4.2) Soient x, y ∈ Rn tels que x 4 y, x′ = (g(x1), . . ., g(xn)) et y′ = (g(y1), . . ., g(yn)). D'apr�es 2.10, il existe des r�eelspositifs α1, . . ., αk de somme 1 et des matri
es de permutation Q1, . . ., Qk tels que x = α1yQ1+ .. . +αkyQk. Soit
σj la permutation asso
i�ee �a Qj. Pour i ∈ {1, . . ., n} on a :

x′i = g(α1yσ1(i) + .. . + αkyσk(i)) 6 α1g(yσ1(i)) + . . . + αkg(yσk(i)) = α1y′σ1(i) + .. . + αky
′
σk(i) = ui.Le ve
teur u = (u1, . . ., un) = α1y′Q1 + .. . + αky

′Qk est tel que x′ 6 u 4 y′, don
 φ(x′) 6 φ(u) 6 φ(y′), soit
ψ(x) 6 ψ(y).

4.3) Intuitivement, si O est �a l'int�erieur du polygone, alors tous les angles θi sont 
ompris entre 0 et π, et l'airedu polygone est la somme des aires des triangles AiOAi+1, 1 6 i < n et de l'aire du triangle AnOA1, soit
A(θ1, . . ., θn) = 12 (sinθ1 + .. . + sinθn). Cette relation peut être d�emontr�ee formellement, et sans hypoth�ese surla position de O, grâ
e �a la formule de Green.La S
hur-d�e
roissan
e de A d�e
oule alors de la question pr�e
�edente ave
 φ = (x1, . . ., xn) 7−→ x1+.. .+xn, fon
tion
roissante et S
hur-
roissante sur Rn, et g = t 7−→ − 12 sin(t) si t ∈ [0, π℄, − 12t si t < 0, 12 (t− π) si t > π, fon
tion
onvexe sur R.

4.4) Soit (A1, . . ., An) un polygone �a n 
ôt�es ins
rit dans le 
er
le unit�e et soient θ1, . . ., θn les angles 
orrespondants.Supposons que tous les angles sont 
ompris entre 0 et π. Comme θ1+ .. . +θn = 2π, l'isobary
entre des n ve
teursd�eduits de θ par permutation 
ir
ulaire des 
oordonn�ees est θ0 = ( 2π
n
, . . ., 2π

n
), et θ0 4 θ. La S
hur-d�e
roissan
ede A permet alors de 
on
lure. Consid�erons �a pr�esent le 
as o�u il existe un angle θi sup�erieur �a π. Dans 
e 
as,

n > 4 et le polygone est ins
rit dans un demi-
er
le de 
entre O et de rayon 1. Son aire est au plus �egale �a π/2tandis que A(θ0) = (n/2) sin(2π/n) > (n/2)(4/n) = 2 > π/2 d'apr�es l'in�egalit�e sinθ > 2θ/π pour θ ∈ [0, π/2℄.
4.5) La �gure de l'�enon
�e n'est pas d�e�nie si un des angles θi est nul ou �egal �a π ; on se limitera �a r�epondre �a la questionlorsque tous les angles appartiennent �a l'intervalle ℄0, π[.m05lm3
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SoitOABC un quadrilat�ere 
onstitu�e de deux rayonsOA,OC du 
er
le unit�eet des tangentes �a 
e 
er
le, qui se 
oupent en B. Soit r > 1 et sous r�eserved'existen
e, D,E les points d'interse
tion du 
er
le de 
entre O et de rayon
r ave
 [A,B℄ et [B,C℄. On note θ et α les angles AOC et DOE. Le triangle
OAD �etant re
tangle en A, on a 
os( 12 (θ − α)) = 1/r ave
 0 6 α 6 θ.Par 
ons�equent, si 0 < θ < π, une 
ondition n�e
essaire d'existen
e de D,Eest 1/r > 
os(θ/2) et 
ette 
ondition est aussi suÆsante 
ar on peut alorsd�eterminer α et 
onstruire la �gure.Il en r�esulte que, pour 0 < θ < π et r > 0, la longueur de l'ar
 du 
er
le de
entre O et de rayon r inter
ept�e par le quadrilat�ere OABC est

ℓ(θ, r) = {
rθ si r 6 1
rθ− 2r ar

os(1/r) si r > 1 et θ > 2 ar

os(1/r)0 sinon.

O
A

B

C
D

E

θ/2 α/2
Ainsi, �a r �x�e, θ 7−→ ℓ(r, θ) est la restri
tion �a ℄0, π[ d'une fon
tion aÆne par mor
eaux, 
onvexe sur R. Comme
hr(θ1, . . ., θn) = ℓ(r, θ1) + . . . + ℓ(r, θn), la fon
tion hr est S
hur-
roissante par appli
ation de la question 4.2.

4.6) On reprend les notations de la question pr�e
�edente. Le moment de rotation par rapport �a O du quadrilat�ereOABCest
m(θ) = ∫ 1/ 
os(θ/2)

ρ=0 ∫ ℓ(ρ,θ)
t=0 ρ3 dρdt = ∫ +∞

ρ=0 ρ3ℓ(ρ, θ) dρ.La 
onvexit�e de θ 7−→ ℓ(ρ, θ) �a ρ �x�e implique la 
onvexit�e de la fon
tion m. On en d�eduit que le moment derotation par rapport �a O d'un polygone �a n 
ôt�es 
ir
ons
rit au 
er
le unit�e est une fon
tion S
hur-
roissante desangles asso
i�es �a 
e polygone dans la mesure o�u tous 
es angles sont inf�erieurs �a π. Ainsi, ave
 
ette restri
tion, lemoment minimal est obtenu pour un polygone r�egulier puisque ( 2π
n
, . . ., 2π

n
) 4 (θ1, . . ., θn). Le même raisonnements'applique au 
a
lul de l'aire en rempla�
ant ρ3 par ρ.En�n, si l'on l�eve la restri
tion θi < π, alors il n'existe ni moment ni aire minimale : en prenant θ1 = . . . = θn−1 = αet θn = 2π− (n− 1)α, le moment de rotation et l'aire du polygone asso
i�e tendent vers z�ero quand α→ 0+.
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