Probleme sur les inégalités de Hlawka

Dans tout le probleme, E désigne un espace vectoriel réel.
Soit N une norme définie sur E. L’espace (E, N) sera dit quadrilatéral si et seulement si :
(H) V(z,y,2) € B3, N(x)+ N(y)+ N(:z)+N(x+y+2)>N@+y)+Ny+z)+ N+ ).
On fera intervenir la quantité
Ax,y,2) =N(x) + N(y) + N(z) + N(x +y+2) = N(x+y) = N(y+2) - N(z + ).
On remarque que A est symétrique en z, y, z, que A(—z, —y, —z) = A(x,y, 2) et enfin que si 'un des vecteurs x, y ou z est
nul, A(z,y,z) =0.

Partie I : Des exemples, une interprétation géométrique.

1°) Soit £ = R muni de la norme: z +— |z|; démontrer que l'espace (E, |.|) est quadrilatéral.
Indication : pour prouver 'inégalité (H), n’envisager que le cas ou chacun des réels est différent de 0 et se ramener aux cas
(1)x>0,y>0,z>0et (2) 2 >0,y>0,2z<0.
2°) Soit E =R?; considérons les normes N; et N, définies par :
Ni(z) = [z1] + [w2| + |zs|,  Noo(x) = Sup(|z1|, [22], xs])
olt ¥ = (1,22, 73) € R3.
Démontrer que (E, N1) est quadrilatéral mais que (F, N, ) ne est pas.
3°) Soit E l'espace vectoriel des applications continues de [—1,1] dans R. On définit, pour f dans F, les normes suivantes
(on ne demande pas de prouver que ce sont des normes) :
1
Hf||1=f71|f(fﬂ)|d$, [fllc = Sup [f(z)].
ze[—1,1]
a) Montrer que (F, ||.]|1) est quadrilatéral.
b) Montrer que (E,||.||c) ne lest pas en considérant les fonctions :
file) =222 -1, folx)=a23—22+1, f3(v)=—a3—22+1.
4°) Soit (E, N) un espace quadrilatéral de dimension 3, & un espace affine attaché a I’espace vectoriel E et d la distance
définie sur € par: V(A,B) € €2, d(A,B) = N(A—B)) Si O une origine de & et z, y, z trois vecteurs indépendants de E'; on
appelle "parallélépipede engendré par z, y, z” (noté P, , .) 'ensemble des points de £ dont les coordonnées dans le repere
(0,z,y,z) valent 0 ou 1. Ces points sont les sommets de P, ,, ..
Le segment reliant les sommets de coordonnées (a,b,c) et (a’,b’, '), dont la longueur est N(a —a’,b —V',c — ') est appelé
respectivement ”aréte”, ”"F-diagonale”, ”P-diagonale” de P, ., selon que la quantité |a — a'| + |b — V| + ¢ — | vaut
respectivement 1, 2 ou 3.
a) Faire un figure illustrant les définitions précédentes.
b) Prouver que le périmetre de P, , ., somme des longueurs des arétes, est supérieur ou égal & la somme des longueurs des
F-diagonales, diminuée de la somme des longueurs des P-diagonales.

Partie Il : Ou on montre que tout espace euclidien est quadrilatéral.

Si (z|z) désigne le produit scalaire sur E, on utilise la norme N définie par Vo € E, N(z) = /(z|z). Soient x1, z2, x3 3
vecteurs donnés de F et A = {1,2,3}.
On suppose que Vi € A, x; # 0 et on définit :
V(Z,]) EAQ, i # 7, T;; :N(l‘l)—l—N(l‘])—N(l‘z—l—l‘])
1°) A quelle condition sur z et y, N(z) + N(y) = N(z +y) (x et y pouvant étre nuls)?
2°) On pose
V(’L,j) €A2, 175], Uij :N(Jli)'i‘N(CL‘j)‘i‘N(,Ti"‘rxj),
SlzN(ZL'l)—‘rN(iL'Q)-’-N(IEg), SQ:N(.’El+.’E2)+N($2+$3)+N(1’3+1’1), SgZN(ZL'1+ZL'2+£L'3).
a) Démontrer que V(i,5) € A%, i#j, U; <Si+ 5.
b) Cas d’égalité dans ces inégalités?
3°) Prouver que
(W) (81)? = (83)* = X T;;Uij = TialUha + Th3Uss + TasUss.
i<y
4°) Montrer les inégalités
V(k,l) € AQ, k<, (51)2 — (S3)2 < Tkl(Sl + Sg) + Z T;;Us;.
(i) £ U1}
En déduire la relation (H).

Donner alors la conclusion dans le cas d’un espace euclidien.
5°) Montrer que si I'inégalité (H) est une égalité pour 3 vecteurs z1, xe, o3, il vient alors :

V(Z,j) EA2, 1 <j, TZ](Sl-FSd—UZ]) =0.
En déduire une relation vérifiée par ces vecteurs supposés 2 a 2 indépendants.
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Partie 111 : Ou on montre que tout plan est quadrilatéral.

On sait que, si I'un des vecteurs z, y, z est nul, 'inégalité (H) est satisfaite.
Dans la suite de cette partie, on suppose que les vecteurs x, y, z sont non nuls, dim E = 2.
1°) Prouver qu'il existe 3 réels a, b, ¢ et une permutation ¢ de '’ensemble {z,y, 2} tels que:
(L) { CLQD(SC) + b@(y) + C@(Z) =0 )
az2b>20, azc, a>0
Il sera posé dans la suite: u = p(z), v = ¢(y), w = ().
2°) Prouver (H) pour des vecteurs u, v, w tels que b = 0.
Indication : montrer que u = —kw avec k €] — 00, 0[U]0, 1]. Distinguer les possibilités 0 < k < 1, k < 0 et dans la derniére,
envisager les 2 cas: les vecteurs v et w sont dépendants ou non.
3°) On suppose, dans cette question ¢ > 0 et b > 0.
a) Montrer qu'il existe k et [ appartenant a [0, 1] tels que u + v = kv — lw.
b) Conclure dans ce cas.
4°) On suppose & présent que ¢ < 0 < b.
a) Montrer qu’il existe k et [ appartenant & [0, 1] tels que:

u+v="kv+Il(u+v+w).
b) Conclure dans ce cas.
c) Donner alors la conclusion générale de cette partie.

Partie IV : Une généralisation de I'inégalité de Hlawka.

Soient (F, N) un espace normé quadrilatéral, n un entier naturel, n > 3. On note B = {1,2,...,n}.
Pour tout n-uplet de vecteurs (z1,xs,...,2,) de E, on pose:
VE€B, Skn= >  N(@yt+zi,+-+ay)
11 <i2<...<tp

La sommation, figurant au second membre, est étendue a toutes les suites strictement croissantes de k entiers extraits de B.
On définit enfin les sommes :
VkEeBet2<k<n—-1, Ry,=CFJ1S,+CF3S,,— Skn
VkeBetk#n, Qun=Ch 1Sin+ (k=110 —(n—k)Skm.
1°) Quel est le signe de Ry 37 Quelle est la valeur de Q1,7

2°) Prouver que
VpeBetp#1, Rp_1,20.

Indication : démontrer cette relation par récurrence, en considérant pour un (p+ 1)-uplet donné (z1, ..., Zp, Tpt1) le p-uplet
(1, Tp_1,%p + Tps1) €t le triplet (z1 + -+ + Tp_1, Tp, Tpt1)-

3°) En appliquant l'inégalité établie ci-dessus (Rpi1 > 0) au (k + 1)-uplet (x4, 2i,,...,2;,,) extrait de la suite
(z1,22,...,%n), montrer 'inégalité :

VkeBet2<k<n—1, Qpn=0.

4°) Etablir, en supposant n > 4, la relation :
VEeBet2<k<n—2, Qrn+(k—1)Ript1n=n—k)Rin.
En déduire le signe des nombres Ry, ,, lorsque 2 < k <n — 2.
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