Concours commun Mines et Ponts

Correction de la seconde épreuve PC; 2015

Olivier HALGAND

I Préliminaires

1. Par définition :
Fy(N) = (1420 Fr(\) + (1 = A = A Fo(A) = (1 +2)),
et :
Lo(A) = (1420 L1 (M) + (1 = A =M Lo(A) = (1 +20)2 +2(1 — XA =A%) =3+ 2) + 2)\2%

2. On cherche des matrices J = (Z ccl) € My(R) telles que J? = 21, soit :
(a2 + be c(a+d)) B (% 0)
bla+d) be+d*) \0 2/
Par exemple, avec a = % et d = —%, on obtient bc = 1. Donc
11 ]
les matrices J = (Z% _bl) vérifient J? = 21.

3. Soient « et § deux réels tels que : al+ SJ = 0. Alors : fJ = —al et si § # 0, alors J = —%I ce
qui est contraire a ’hypothése selon laquelle J est non multiple de I. On a donc 8 = 0 et aussi a = 0.
Donc :

‘les matrices I et J sont linéairement indépendantes sur My (R). ‘

II Formule de Moivre généralisée

4. On reconnait 1’écriture de la division euclidienne de (X + A+ %)2 par X2 — % Donc on peut

trouver deux polynémes QetT de R[X] vérifiant cette égalité, avec deg(Q) < deg (X2 — g) = 2. De

plus, comme deg (X + A+ %)2 = deg (X2 — g), on en déduit que deg@ = 0. On peut donc poser
Q=aet T =0X +c, dou I'égalité :

1\? 5
<X+>\+§) = (XQ—Z)a—F(bX—Fc),
soit : ) 5
X2+(1+2)\)X+(Z+>\+)\2) :aX2+bX+(fZa+c).

On obtient donc : a =1,b=1+2Xet c =3 + A+ A% d'ou:

(X + A+ ;)2 = (X2 - Z) QX)+T(X), avec QX)=1,T(X)=(1+2\)X + (g + A+)\2) )

5. On a donc, en substituant J a I'indéterminée X dans I’égalité précédente :
R(\)? = (J + ()\ + %) 1)2 = (ﬁ - §I> Q) +T(J)=T(J),
car J2—21=0.0r: 34+ X+ 22 =(14+2\) (A+2)+ (1 —A—A?), donc :
R(A\)? = (142)\)J + ((1 +22) (A + %) +(1-X— )\2)) I
=(142)) (J+ (A+%)I> + (1= A=A

= (L4+20)R(\) + (1 - A= AL
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6. D’apreés (8), on a : R(\) (R()\) —(1+ 2)\)I> = (1 =X — AL Puisque A € C par hypothése, on a
A2 4+ X\ —1 40 et donc on peut écrire :
1 1+2X

RA = I, avec A= m R(}\) — m 1.
On en déduit que ’ R()\) est inversible ‘ et
_ 1 1+2X 1 ( ( 1) ) 1+2A
1_ g4 _ _ — -
RO =A= e M e oo e VT M) ) e
1 1 1+2X
e/ Ty et
7. Pour tout entier naurel n > 1 :
1 1
R\ = RIAN"R(\) = (Fn()\)J—i— iLn(A)I) <F1()\)J+ §L1()\)I)
1 1 1
:&QﬁuMﬁ+5&&ﬂﬂﬂf+fﬂﬂﬂ&ﬂ+;%@ﬂﬂﬂ]
1 1 5 1 > car J? = %I
= (3B + 5AEOEW ) T+ (SEMEQ) + L)L) 1

Or, on a aussi : R(A)"* = F,11(\)J + 3L,11(M\)L Les matrices I et J étant linéairement indé-
pendantes d’apres 3., on en déduit que :

1 1
Faa) = 3EaVLO) + 5 () La()
1 5 1 ’
iLn-i-l()\) = ZFn(/\)Fl(/\) + ZLn()‘)Ll(/\)
d’ou :
2F11(A) = Fa(A)Li(A) + Fi(A) Ln(N)
2Lpt1(A) = S5F(AN)F1(A) + Ln(A)L1(N)
8. Par récurrence sur n :
o Initialisation : pour n = —1 on a vu que :
_ 1 1 142X Fi(\) 1 Li(\)
1
= - — . I = — _ ]
B a1l T Ao Naa-1" T2 a1

On a donc bien : R(A)™' = F_1(A\)J + L1 ()L

« Hérédité : On suppose que R(A\)™" = F_,(A)J + 1L_,(A\)]I pour un entier n > 1 donné.
Alors :
RO\ =RN)T"R(\) T

= (Fa)J + %L_n(m) (P + %L—lml)

= P (VF () 4 S (L) + %L_, (VFAN + 7L L1 (A

- %(F_n(A)L_l(A) +L_n()\)F_1()\))J+ (5F-n)F () + Loa (WL ()1

B 1<_Fn()‘) Li(N) n Ln(A) _Fl(/\))J+ 1(5_Fn(/\) —Fi()) n Ln(A) Li(A)

2\ )n A An A 4 An A An A
-1
PN 1 Ln+1(/\) B 1
= v J 5 W 1= anfl(A)J + §L7n71()\)]:

La propriété est donc héréditaire.

o Conclusion : d’apres le principe de récurrence, on peut conclure que

la formule de Moivre reste valable pour tout entier négatif.
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IITI Quelques identités remarquables
9. On a les égalités suivantes :
RO+ (1 =X = A - 2JR(\) +20)R(\) + (1 —A—A2)I) + (1= A=A —2JR(\)

-(a
(1+2>\I—2J) <J+(%+)\>I>+2(1—)\—)\2)I

14 2)0)2

o+ EERNT L o o s 21— A— A2
2

:<71+4A2+4A —2-2—1—2—2)\—2/\2)1:0.

On a donc bien :

| ROV + (1 A=\ =2JR()). |

10. @ Par définition de W () :

(1 - W()\))R(/\) =R(\) — AR(\)!

Il
<
+

/~
DO | =
+
>
~—_

—

\
>
/‘_\
> =
DN | =

~1+~2)\I>
A

On en déduit done, en multipliant & droite par R(\)~! :

[1-W(\) =27R(N) "]

e De plus, puisque I et J commutent, R(A) commute aussi avec I et J, donc :

2JR(N) - 2 JR(\) = 1 JR(N) PR\ J = tpot

5
5 5 5 51t

On en déduit donc que :

(I - W(A))A - %JR(/\).

11. Par récurrence sur n :

o Initialisation : pour n =0on a :
MR =1 et FNI=L

La propriété est donc initialisée.

n
o Hérédité : On suppose que Z M R(A)"2F = F, .1 (M1 pour un entier n > 1 donné. Alors :
k=0

n+1

> MR = R(N) (En: XkR(A)"—2k> + AR

- - R(A)( k,:)l(A)I) 4 AmHLR(A)

= (J + (é + /\) 1) Frp1 (M + AL (F_n_l(A)J + %L_n_l(/\)l)
= F(W)J + (% + A) Fopt W= Fn (V) J + %Lnﬂ(m

- ;((1 20 Fn1 (V) + Lnsa (0T

_ %(Ll(A)F,,LH(A) F RN L)1
= Fp2( ML

La propriété est donc héréditaire.
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o Conclusion : d’apres le principe de récurrence, on peut conclure que

VnelN, Y (A +A-1DFRAN)" = F(AL
k=0

12. D’apres 8. et 11., on a pour tout entier naturel n :
n ~k; 1
>N (FucaeW)J + 5 Lnmse(N) = Fusa VL,
k=0

soit :
(Z S\anzk()\)> J+ (; Z S\kLan()\)> I=Foi(ML
k=0 k=0

Les matrices I et J étant linéairement indépendantes, cela signifie que :

VnelN, Y MF, oA =0 et > ML, o() =2F1(N).
k=0 k=0

13. Tout d’abord :

2 142X

142\ 3492\ +2)2 = (6+ 4\ +4X?) — (1 +4) +4)%) = 5.

Ar(N) = ’

Ensuite, pour tout k > 1 et en utilisant la formule (2), on a :
Apy1(A) = Li(A) L2 (N) = Lega (V)
= Li()) ((1 + 20 L (N) — :\Lk(A)) L (V) ((1 2N Le(\) — XL,H(A))
= AL\ + AL (M) L1 ()
= MAR(N).

On en déduit que

la suite (Ak()\)) est une suite géométrique de raison A et de premier terme A;(\) = 5.
kelN*

14. Soit k > 1. Alors :

5 2
Li(\)2P (Lfk(li?)) = Li(\)? (—)\ Lgkg§§3 +(1+2)) ’“Lkl((;) - 1)

= ALp 1 (N2 4 (1420 Le(A) Li—1 (A) — Li(V)?
= (= ALyt () + (1 20 Le() Lia () = Le(V)?
= Lt (N Le1(A) = Le (V).

N

On en déduit donc :

Vk € N*,  Li(\)?P (Lj’_:(l/(s)) = Ar(N) =5 P71

15. Pour tout entier £k > 1, on a :

2 L2 1 Fe F 5

= — 2RI+ L) =2k _ k2

() LkJ( o+ 3 k) LT =gt

Lit1+ Ly Ly +2L,_ (Lk—l 1)
A ey E g ———— | = — 1
5Ly +J 5L, +J I +2 + J,
donc :
2




16. D’apres 8., on sait que :

Lk_l)z" (LH) 1 (LH)
R( =, J4+=-Lop | — | L.
Ly "\ Lk tg e\,

Et, d’aprés 15. on a aussi, puisque J et R(0) commutent :

() - (2 mr)” - 25 o
L —\I D '

5\" 5"
2n __ 2\n _ [ Y _ .
Or, J*" = (J°)" = (4 I) 220 I. Donc :

Lk_1>2” 92n  gn 5 1 5"
R( _ (F T L nI) Fopn Lo
In LG 5an \ 12k + s Lok Lgn 2knd + = 5 Lgn 2k

Donc, puisque les matrices I et J sont linéairement indépendantes, on a :

Ly 5" Ly 5"
F2n < Lk ) - LG F2kn et L2n (Tk L2n L2k71

IV Une touche de probabilités
17. @ Démontrons que : Vk € [[0,2n], pr > 0.

Il est évident que si ¢ € IN, alors L; > 0. De plus, on a : L; = 1, Ly = 2 et donc on obtient
successivement : L_; = —1, L_o = 3, L_3 = —4. Démontrons donc par récurrence que, pour tout
1 € IN : si ¢ est pair, alors L_; > 0, et si ¢ est impair alors L_; < 0. L’initialisation ayant déja été
effectuée, supposons que la propriété soit vérifiée jusqu'au rang . Ona: L_;,_ 1 =L_;41 —L_;. Donc:

—si 4 est pair, alors L_; >0et L_;4; <Odonc: L_;_1 <0;
—si ¢ est impair, alors L_; <0et L_;4+; >0donc: L_;_; > 0.
La propriété est donc héréditaire.

On en déduit donc que, pour tout n € IN et tout k € [0,2n] :
— si i est pair, ou impair et positif, alors L; > 0, Lajn—r) > 0 et Lj2p41) > 0, donc : pp > 0;
— si i est impair et négatif, alors L; < 0, Lyj(n—x) > 0 et Lj2,41) < 0, donc : py > 0.

Dans tous les cas on a donc : pi > 0.

e Exprimons Lj(2,+1). On a donc d’apres les formules (14) :

Lt L
Liany1) = Z5n Fonta (271)

' d’apreés 12.
(L L ), L > Y
=5 ek rz * Ll - UL

k=0
d’aprés (13)
L+ i‘: (L2 | + Li_yL; — L2)*  5n—Fk .
D) 2k " Ton—2k ~(2n—2k)i
5 2 = L L;
1] (Lig1Liog — L2)*
=1L; - 3 5 Lain—r)
F=0 > d’apres 13.

L: 2n
= j > Loin-n)
k=0
e Calculons enfin la somme des py grace a 'expression de L;(2,41) obtenue :

Zpk = ZLQz(n k) — L.

2n+1

’ la suite (pr)ogk<an définit une probabilité.
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