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I Partie [ :

I — A Quelques résultats préliminaires :

01

Q 2

Q3

Q 4

Q5

Q6

La trace est linéaire et a valeurs dans R , c¢’est donc une forme linéaire.
Soient A = (a; j)1<ij<n » B = (bij)1<ij<n deux matrices dans M, (R) .
On pose AB = (¢ij)i<ij<n » BA=(dij)i<ij<n- On a les relations suivantes :

n

n
=D Gikbey o dig = bigar;
k=1 k=1

n

= Z Ciji = Z Z a; by, , tr(BA) = Z d;; = Z Z bi ki
i=1

i=1 k=1 i=1 i=1 k=1
Si on fait le changement d’indice ¢ <— k , on remarque qu’il s’agit de la méme expression .

On pose (A, B) = tr(ATB).
(a) (B,A) =tr(BTA) =tr(BTA)T) = tr(ATB) = (A, B) (symétrique).

(b) La bilinéarité est évidente .

(c) (A, A) =tr(ATA) = ZZalk>O

1=1 k=1
On a Dégalité (A, A) = > > afy=0=al, =0 V(i,k) € [LLk] <= A=0
i=1 k=1~
>0

ATA=0 = tr(ATA) =0 = (A, A) = A = 0 (c’est un produit scalaire) .

I.B - Quelques propriétés de N,

A est nilpotente , il existe p € N* : AP =0, soit A une valeur propre de A , et X # 0 un
vecteur propre associé :
0=APX = XX = )A=0

Comme 0 = det(AP) = (det(A))? = det(A) = 0, A n’est pas inversible , donc 0 est une
valeur propre de A.

Comme 0 est la seule valeur propre :

(a) tr(A) =0 : c’est la somme des valeurs propres .
(b) det(A) =0 : c’est le produit des valeurs propres.
M est nilpotente , il existe p € N* : MP =0 = M?* = (M?*)? =0 ,M? est nilpotente .
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Q7
MN =NM ,3(p,k) € (N)2: MP=NI=0:

(a) (MN)? =MPN? =0  (MN = NM).

(b) (M + NPt — %’(qu

1=0

) M’ Np+q i

p—1 p+q
> <p+q>M’Np+q ’+Z <p+q> M NP =

=0 0 =0, i>p

Q8
M, N, M + N sont nilpotentes ,d’apres la question 6, M? N? (M + N)? sont nilpotentes et
d’apres la question 5 :
tr(M?) =tr(N?) = tr(M + N)*) =0
0=tr((M+ N)?) =tr(M?) +tr(MN) + tr(NM) + tr(N?) = 2 tr(MN) =0
(tr(MN) =tr(NM))
Q9
Si M est nilpotente , alors tr(M) = det(M) =0, d’aprés la question 5.
Réciproquement , pour M € My(R) , le polynéme caractéristique est :

xu(X) = X2 —tr(M)X + det(M)
Si tr(M) = det(M) =0, en utilisant le théoreme de Cayley-Hamilton :
0= xmu(M)=M?

M est donc nilpotente.
Q 10

Soit M une matrice symétrique réelle , elle est donc orthogonalement semblable a une matrice
diagonale D d’apres le théoreme spectral , et puisqu’elle est nilpotente , 0 est la seule valeur
propre de M . M est semblable a la matrice nulle , donc M = 0.

Q11
A € A,(R) et nilpotente . Soit p e N* : AP =0, (ATAP = (-1)PA® =0
La matrice AT A est symétrique réelle et nilpotente , en utilisant la question précédente et la
question et la question 3 , on a :

ATA=0 = A=0

0 00 0 00
Q12 A=10 0 1| ,tr(A)=0=det(A) , A%*=10 1 0] , A*Fl = A pour tout k € N*.
010 0 01

IT Matrices aléatoires a coefficients dans {—1,1}

I1.A - Quelques résultats algébriques .

daouia__abdelkader@hotmail. fr 2



Q 13

Q 14
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(V—-2E;),V—-2E;=|—-1]|le —1 est sur la i-éme position.

V, V —2E; sont dans V,; , pour tout i € [1,n].
Comme M,,1(R) = Vect(Ey, B, ..., E,) C Vect(V,1) C My, 1(R)

Onnote I ={i€[l,n] : (C1,Cs,...,C;) est libre} , I est non vide , car 1 € I |, majoré par
n—1,car n¢ 1 ,onnote j=max([):
(C1,Ca, ..., Cy) est libre , (C1, Cy, ..., Cjy41) est liée.Il existe (a1, as,...,a;+1) € R/ non tous

nuls , tel que :
j+1

Z CL,‘CZ‘ =0
i=1

Supposons que a;41 = 0, on va avoir
J
> aiCi=0=0a;=0,i€[l,j]=a,=0,i€[l,j+1]
i=1

Ce qui est absurde.

J .
Cj+1 = — Z & C; = Cj+1 € VBCt(Cl,CQ, .. ,Cj)

i=1 dj+1

La famille (Uy,Us,...,Uy) est une famille libre , la matrice M dont les colonnes sont les U; est
de rang d , on peut extraire de cette matrice une sous matrice carré de taille d qui est inversible
, les lignes de cette sous matrice sont i1 < iy < ... < ig et toutes les autres lignes sont une
combinaison linéaire de ces lignes .

L’application définit est donc injective , et 1’égalité des dimensions acheve .

Un élément de W est déterminé par seulement d composantes , et pour chaque élément de
Vo1 , les composantes ont seulement deux possibilités 1 ou —1 , il y a au plus 2¢ possibilités (
il y a des vecteurs qui ne sont pas dans l'intersection).

II.B - Une loi de probabilité

On dit qu'une variable réelle suit la loi R (La loi de Rademacher) si :
XQ)={-1,1} , PX=1)=PX=-1)=

daouia_abdelkader@hotmazl. fr 3



Q 17
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Q19

0 20

Q21

Q 22
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Xsuitlaloi R,Z=21(X+1)
2@Q) = {-1,1} , P(Z=1)=P(X=1)== , P(Z=0)=P(X = —1) = =
Z suit la loi de Bernoulli B(3).

La loi Z est usuelle , E(Z) =3 , V(Z) =

5 , et on a la relation : X =27 —1:

1
4

E(X)=2E(Z)—1=0 , V(X)=4V(Z) =1

On rappelle E(aZ +b) =aB(Z)+0b , V(aZ +b) = a*V(Z) V(a,b) € R2

mequu:ym),MX:Q:MX:—U:;:MYZn:MYZ—m

(a) W=XY, W) ={-1,1}

(b)) W=1)=((X=DnY =D)u((X=-1)NY =-1)) =PW=1)=31+11=1
() (W=-1)=((X=DNY =-D))u((X ==Y =1)) =PW =1)=11+11 =1

XY suit la loi R.

I1.C - Un premier procédé de génération de matrices aléatoires a coefficients dans {—1,1}

n
T, = tr(M,) = Z m;; , les variables sont indépendantes et suivent la méme loi :

i=1

On développe le déterminant suivant la premiere colonne :

571 = Z(—l)”lmm det(MfL)

=1

Ou M est la matrice M, amputée de la premiere colonne et la i-éme ligne . Les variables sont
indépendantes , on a alors :

n

E(0n) = 3 _(=1)"" E(miq) E(det(M;)) =0

Pour n =1 c’est trivial .
On suppose que la propriété est vérifiée a 'ordre n — 1.

E((Snfl) =0, V((snfl) = E(éi—l) = (n - 1)!
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5721 = Z Z(—l)iJrlmi’l det(Mi)(-l)j+1mj71 det(M%)

i=1 j=1
Les variables m; 1, m;; sont indépendantes de det(M}) , det(M?) , mais m;; , m;; ne sont
indépendantes que si i # j

(a) Sii =7 mi1mj1 = 1:
(b) Sii#j, E(miimjy) = E(m;)E(m;,) =0

E(52) = 3 (1) E(my ymy E(det (M) det (M)

i=1 j=1
= ZE(mfl) E(det(M;)Q) =n(n—1)!=n!
=1 \/"/
=1 :V((snfl)
Q 23
M, = miy1 M2 c N
ma1 Ma2
= 0=tr(My) =my1 +may , det(Mz) =0=mq1mg2—miamg; = —1—mqama;

Si on choisit m; et my o , les autres coefficients sont fixés .Il1 y a donc 4 possibilités sur 16.

4 1
P(My €M) =76 =7
Q 24
My € GLy(R) <= my1mgs —myamag # 0
On peut choisir my 1, mgs , Mmy2 comme on veut , pour mys , un choix donne 0 et l'autre
# 0,1l y a donc un seul choix de mq 2 pour que la matrice soit inversible , sachant que les trois
premieres composantes sont déja choisies.

P(M, € GL(R)) = 2*126*2 _ ;
I1.D Généralisation
II.D—1) :
Q 25
Les variables sont mutuellement indépendantes , :
IP’((q =e)N...N(c, = 5n)) = ﬁlP((c,- = Ez)) = 2171

Q 26
Le vecteur C' # 0, donc {C} est libre , la famille (C,C") est liée si et seulement si il existe
AeR : ¢ =)\C, mais comme les composantes des deux vecteurs sont dans 1, —1 , on doit
avoir A=1ou —1.
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Q 27
P((C,C") est lice) =P(C = C") + P(C = —C")

/ ’

= ]P’((cl =c)N...N(c, = cn)) +P((cl =—c)N...N(c, = —C;L))

Lt
mn on T 2n—1
I1.D.2) :
Q 28
Pour une famille (Cy,Cs,...,C,,) , soit la famille est libre , dans ce cas R, est réalisé , soit

la famille est liée , dans ce cas , d’apres la question @) 14 , il existe un unique j € [1,n — 1] tel
que R2; est réalisé .Les événements sont incompatibles , donc la famille est un systéme complet
d’événements.

0 29

D’apres la formule de probabilité totale :

n

P(M ¢ GL.(R)) = > P((M ¢ GL,(R)) N R;)

7j=1
IP’((M ZGL,(R))N Rn) = 0 car si les matrices n’est pas inversible , les colonnes sont liées.
Pour je[l,n—1]:
((M ¢ GL,(R)) N R;) C (Cjpa € Vect(Cy, C, ..., Cy))
= P((M ¢ GL,(R)) N R;) < P(Cj1 € Vect(Cy, Cy, ..., Cy))

On somme , et on trouve le résultat.

Q 30

On introduit le systeme complet d’événements :
{ (Cl = Ul) n...N (C] = Uj) s (Ul,UQ,...,Uj) c VZJ}

Puis on applique la formule de probabilité totale.

our (vi,va,...,0;) € '1 , Ciy € Vect((v1,v9,...,v;) , il y a au plus 2/ combinaisons
Q31P j Vi, Cj Vect j 1 1 27 b
possibles , et le nombre de possibilités pour Cj;q est 27 | ainsi :
2 ,
P(C'jH € Vect(vy, va, . .. ,vj)) < on = 29—n
On majore a l'intérieur de la somme , et le reste c’est 1, on finit par trouver la majoration
escomptée.
Q 32
o 1 1 11— 55 1
P(M ¢ GL,(R)) < == ... =2 —1-
(M ¢ GLA ))_]212”—1 2+ +2”—1 2 1—% 2n—1
1 1
P(MeGL,(R)=1-P(M¢GL,(R)) <1-(1- 2n_1) = 5

I11 Un autre procédé de construction de matrices aléatoires a coefficients dans {—1,1}
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Q 36

Q 37

Q 38
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def modifie_matrice(p, A) :

n = len(A)

return np.array([[A[i, 5] if Afi,j]l =1

else binomial(p) for j in range (n)] for i in range(n)])

def nb_tours(p,n) :

A = np.ones((n, n), dtype=int)

k=0

while not np.array_equal(A,-np.ones((n,n))) :
A = modifie_matrice(p, A)

k=k+1

return k

def moyenne_tours(p, n, nbr) :
return sum(nb_tours(p,n) for i in range (nbr))/nbr

IV _Vecteurs aléatoires unitaires

Soit u = (u;);er une suite de vecteurs unitaire de M,, 1 (R) . En utilisant I'inégalité de Cauchy-
Schwarz , on peut écrire :
0 < [{uwi, uj)| < [luillf[uy]l =1

L’ensemble {|(u;,u;)| , (i,7) € I? , i # j} est une partie non vide de R ;majorée , sa borne
supérieur existe et on a C(u) € [0, 1]

Si on suppose C(u) = 0, alors : (u;u;) =0 , V(i,j) € I? , i # j , la famille u est
orthonormale | elle est donc libre et on a la majoration :

card(u) < dim(M,, 1 (R)) =n

On rappelle le développement en série entiere usuel :

400 th

() =2, o

n=0

VteR

On remarque que
(2n)! > ] (2k) = 2"n!
k=1

Comme tous les termes sont positifs :

+oo t?n

ch(t) <>

n=0

:exp(t;) VteR

21!

daouia_abdelkader@hotmazl. fr 7



Q 39

Q 40
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"ot
E(exp(t(X,Y))) = E(exp(y_ —XiY))
i=1
Les variables X,Y; sont indépendants , on peut donc écrire :

n

E(exp(t(X, Y))) = [ Blexp(- X:Y)))

i=1

D’apres la question 19 , X;Y; suit la loi R :

t 1 t 1 t t
E -X;Y;)) == —)+ = ——) =ch(—
(exp(-X,Y) = 5 exp(-) + 5 exp(— ) = ch(-)
On a donc le résultat :
n t t \n
E(exp(t(X.¥)) = [Teh(0) = (eh()
On utilise les deux questions précédentes :
E(exp(t(X. V) = (ch(5)" < (emp( 1) = exp(i)
’ n’/ - 2n? 2n

L’inégalité de Markov s’applique pour des variables a valeurs positives .
P(Z>XN=PtZ>t\) Vt>0

E tZ 2t2
) < eXP(UT —At)

Pour optimiser la majoration dans la question précédente , on va étudier la fonction définie

242
ot
sur [0, +oo[ : t — - At , on trouve facilement que son minimum est atteint au point
2
o
ty) = 5% ,en prenant cette valeur pour ¢ , on a la majoration :

)\2
P(Z2 ) <exp(~55)

On fait de méme pour P(Z < —)) ,etona :
)\2

P(1Z] > A) =P(Z >\ +P(Z < -)\) < 2exp (- f,z)

On pose Z = (X,Y) , cette variable vérifie d’apres la question 40, la propriété utilisée dans les

7

questions 41 —42 | avec 0 = , on applique directement la question 42 ;avec A =¢ , o =

—— et on trouve le résultat.

NG
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Q 44
P(Uisicien (XL X9 26) < 30 P(IX, X7)] 2 ¢)

1<i<j<N

2 2

< Y 2exp<_(S n> :N(N—l)exp(_éj n>

1<i<j<N 2 2

N(N —1)

Le nombre de couple tel que 1 <7< j < N est 5

Q 45
P(Urcicjen (X7, X7)| 2 €) < N(N=1) exp (

Q 46

2 41n(N
NSeXP(%><:>n> n(N)

et on applique la question précédente.
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