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E3A MP MATHS 1 (2016)

1 EXERCICE 1

x+1 -1 0 1 -1 0
1. Pour tout x € C : wax)=-1 x+2 -1 |=x|1 x+2 -1 Cy—Ci+Cy+Cy
0 -1 x+1 1 -1 x+1
1 0 0
=x({l x+3 -1 Cy—Cy+Cy =X x—(|)-2 x_+11 =x(x+1)(x+3).
1 0 x+1

Conclusion :  y4,(X) =X(X+1)(X +3) etle spectre de A est 'ensemble {O,—l,—B}.

2. Aprescalcul : KerA= Vect((l, 1, 1)), Ker (A+13) = Vect((l, O,—l)) et Ker(A+3Il;)= Vect((l,—2, 1)).
Les trois vecteurs ainsi exhibés sont deux a deux orthogonaux — conformément au théoreme spectral, méme s’il ne

1 (V2 V31 0 0 O
sert a rien de I'invoquer ici. Posons alors: P=—|+v/2 0 —2 et D=0 —1 0 |. La matrice
V6\vi —v3 1 0 0 -3

P orthogonale car on a rendu ses colonnes unitaires, et outre : PTAP = D.
3. Bienslir: 0€ 6(A) car: 0xA=0=Ax0. Pour la stabilité par combinaison linéaire, pour tous M,N € 6 (A)
et AL, UER:  (AM +uN)A=AMA+uNA""ED AAM + UAN = AAM + uN), donc: AM + uN € 6(A).

4. Toute puissance de A commute a A, donc 6 (A) contient I,, A et A%, et comme c’est un sous-espace vectoriel de .#;(R)
d’aprés 3., il contient toutes leurs combinaisons linéaires, i.e. F.

5. Pour tout B € #5(R) :

2. T T PTx..xP T T
B e ¢(A) — BA=AB — PDP'B=BPDP = DP BP =P BPD.

6. D'aprés 5., pour tout B€ #;(R): B€€(A) <= P'BPec%(D), sionnote %6 (D)'ensemble desmatrices de
M5(R) qui commutent a D. Lapplication B — PTBP se trouve alors étre un isomorphisme de ¢(A) sur € (D) — de
réciproque B’ — PB’PT. Or il n’est pas dur de vérifier que 6 (D) est 'ensemble des matrices diagonales de ./#5(R),
donc: dim%¥(D)=3, etenfin parisomorphisme : dim%(A)=3.

7. D’apres 4. et 6., il nous reste a montrer que : dimF =3, i.e. que la famille (IS,A,AZ) de F est libre. Or pour tous
AU, VER,si: Al;+uA+vA2=0, alors aprés calculde A’: A=pu=v=0.
8. Comme A® commute 3A: A3 € €(A) ZF.

. (1,1,1) (1,0,-1)
9. Preuve 1 : Notons e;, e, et e; les vecteurs propres de A trouvés en 2. : e} = ——, ey = ————

3’ 7 2
1,-2,1) 1 00
e3=-——2"2 Alors: KerA=Vect(e;) et (KerA)'=Vect(e,,e;), donc: Mat, ., .)(P)={0 0 0
V6 00 0
En particulier, la matrice de p dans (e, e,,e3) commute a D, donc aprés changement de base grice a la matrice

orthogonale P, la matrice B de p dans la base canonique commute a A d’aprés 5..

) B 1 .
Preuve 2 : D’apres 1., (g) est une base orthonormale de Ker A, en outre p est un projecteur orthogonal, donc

V3

pour tout (x,y,z) €R®>:  p(x,y,z) = ((x,y,z) et enfin :

(1,1,1)) (1,1,1) (x+y+z,x+y+z,x+y+32)
V3 V3 3

B= Il n’est alors pas dur de vérifier que: AB=0=BA, etdoncque: Be&€ %(A).
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1
1
1

_



Christophe Bertault

2 EXERCICE 2

2. Tout d’abord, la fonction nulle est bien continue de R dans R, 27-périodique et impaire. Pour la stabilité par com-
binaison linéaire, soient f,g € E et A, u € R. L'énoncé rappelle que : Af +ug € ¢(R). Ensuite, Af + ug est
2m-périodique et impaire car pour tout t € R :

(Af +ug)(t+2m) = Af(t +2m) + ug(t +2m) fest Af(t) +ug(t) =(Af +ug)(t)

f,8€E
et (Af +ug)(—t) =Af(—t) + ug(—t) "E" —Af () — ug(t) = —(Af +ug)(0).
3. Linéarité par rapport a la premiére variable et symétrie évidentes. La linéarité par rapport a la deuxiéme variable
TC
en découle. Pour la positivité et la séparation, soit f € E. Alors :  ¢(f,f) = f(t)>dt =0 par positivité de

0
lintégrale, etsi: ¢(f,f)=0, alors comme la fonction t — f(t)? est continue et positive ou nulle sur [0, 7], elle

y est identiquement nulle. Cette nullité se transmet a [—7, 0] par imparité, puis a R tout entier par 27-périodicité.
T 1 s
4. Pour tous m,n € N* distincts : (splsy) = J sin(mt)sin(nt) dt = > J (cos ((m — n)t) —cos ((m + n)t)) dt
0 0

mnto 1 {Sin((m —m)t) sin((m+n)t) ]fﬂ

mn#0 2 m-—n m+n =0
5 n [ 5 5
5. (v|sl):f tsintdt+J (m—t)sint dt = J tsintdt+f usinuduzzf tsint dt
0 z 0 0 0
T E hig
PP t=3 _ . t=3
= 2|:—tcost:|t:0 +2 | cost dt—Z[smt]t:O =2

0

n “ : t=m
1-— 2t 1 2t
et: (syls;)=| sin’tdt= 1= cos(20) )dt=—[t—sm( )] =T
o . 2 2 2 o 2

[NE)

g
2

6. (v|sy)= J. tsin(2t) dt + J. (m—t)sin(2t) dt vz f tsin(2t) dt —J. usin(2u) du = 0.
0 z 0

0
S S
_1)_1+(v
lsall) Tsal

8. (a) Les solutions de 'équation homogene : y’+y =0 sont toutes les fonctions t —> Ae~*, A décrivant R.
On cherche ensuite une solution particuliere COMPLEXE de I'équation : y’+y =€ sous la forme t — ae'f

Sy Sy 5. 48
oA

s s
7. D’apres 4., (—1, —2) est une base orthonormale de Vect(s;,s,), donc: v = (v
llsa Il lls2l lIso Il J lls2 I

\ . 1—i . .
avec a € R. Apres calcul, la fonction t — —— e'* convient.

Les solutions de 'équation : y’+ y =sint sont finalement toutes les fonctions :

sint —cost

3 s A décrivant R.

1-i |
t-—>le_f+1m(71 e”) =2e '+

\ . . . . . 4sint
(b) D’apres 7. et le principe de superposition, les solutions de 'équation : y'+y =v, = sont toutes les
. 4 sint—cost 2 . (.
fonctions: t+—>Ae f+—x ———— =2Ae '+ — (sint —cost), A décrivant R. Une seule d’entre elles
7 i

2 2 .
s’annule en 0, obtenue pour A =—: t+— — (e_f +sint —cos t).
T T
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9.

10.

11.

12.

13.

Code Python : from math import *

def v_O_pi(t):
if t<pi/2:
return t
else:
return pi-t

Code Python : def v(t):
t = t-floor(t/(2*pi))*(2*pi)
if t<pi:
return v_0_pi(t)
else:
return -v_O_pi(t-pi)

Code Python : N = 100

t = [kxpi/N for k in range(N+1)]
y = [01%(N+1)

for k in range(N):
y[k+1] = y[k]l+pi/N*(v(t[k])-y[k])

Code Python : def rectangles(u, a, b, n):
return (b-a)/n*sum([u(a+k*(b-a)/n) for k in range(n)])
Code Python : a, b, n =0, pi, 100
def f(t):

return v(t)*sin(3*t)

def g(t):
return sin(3*t)*x*2

rectangles(f, a, b, n)/rectangles(g, a, b, n)

3 EXERCICE 3

1.

. Soit x € R*. Alors :

. Pour tout n € N*, notons u, la fonction x —

Soit x > 0. Tout d’abord, la fonction t — est continue sur R, . Ensuite, pour touta = 0 :

1+4t2x2

¢ dt u=2xt 1 2 du Arctan(2ax) T
- = — = —_— —.
o 1+4t2x2 2x ), 1+u? 2x a—+00 4x

+00

T
converge et qu’elle vaut e
X

Ce calcul montre a la fois que l'intégrale —_—
1+ 4t2x2

0
1 1
1+ 4n2x2 n—+oo 4n2x2’

. 1 . - .
or la suite (—2 est de signe constant et la série de Riemann
n neN*

Z — converge, donc la série Z T a2 converge. Cela justifie la bonne définition de F sur R*, et bien sir F est
n n2x
paire.

1

T anie?’ de classe ¢" sur ]a, b[. D’apres 2., la série Zun converge
n2x

simplement sur Ja, b[.
8n?x 1 1
= < .
16n*x4 2n2x3  2n2a3

8n%x
27

_— Comme
(1 +4n2x2)

Ensuite, pour tout x € Ja,b[ : u/(x)=— donc : |u;l(x)| <

la série de Riemann E —, converge, la série E u, converge normalement sur ]a, b[, donc aussi uniformément.
n

+00o
le

Comme voulu, F est de classe 4! sur Ja, b[ — de dérivée x — 8x — . Comme c’est vrai pour tous

2
=1 (1+4n2x2)
a,b>0aveca< b, F est de classe ¢ sur R?, et méme sur R* par parité d’apres 2..



Christophe Bertault

. . . L g dt : dt
4. Soit x > 0. Pour tout k € N*, la fonction t — ———— étant décroissante sur R, : —— < _—,
1+ 4t2x2 ke LH4k2x2  f | 1+4t2x2
k n n k n
1 dt 1 dt dt
donc: —— < _ uis pour toutn € N* : —— < = .
1+4k2x? fkl 1+4e2x2 POSP ; 1+4k2x2 ;Ll 1+42x2 L 1+42x2
b
Nous pouvons faire tendre n vers +o0o d’aprés 1. et 2.:  F(x) < e
X
k+1 n+1 n k+1 n
dt 1 dt dt 1
5. Comme en 4. : < , donc: —_— = —— < Z _—,
o 1+4t2x2 1+ 4k2x? o 1H4tix? A 1+42x2 S 1+4k2x32
T T
etenfin: —< 1 +F(x), donc: F(x)=>——1.
4x =~ 4x
k=0
T
6. Pour tout x > 0, d’aprés 4.: O0<F(x) < ot donc par encadrement : ligrn F(x)=0. Dela méme manieére,
X X—+00
4x _ 4xF(x . 4xF(x . T
d’apres 4.et5.: 1——< A <1, doncparencadrement: lim A =1, ie.: F(x) ~ —.
T T x—0+ T x—+00 4x
+00o 2

n

7. Preuve 1 : Pour tout x € R¥, d’aprés 3.: F'(x) = —BxZ donc F’(x) est du signe de —x.

2 J
=1 (1 +4n2x2)
Conclusion : F est strictement croissante sur R* et strictement décroissante sur R7.

1 1
< ,
1+4k2y2 1+ 4k2x2

Preuve 2 : Soient x,y € R} avec x < y. Pour tout k € N* : donc pour tout n € N* :

n

1 1
—— < ————, et enfin apres passage a la limite : F < F(x). La fonction F est ainsi
;1+4k2y2 ;1+4k2x2 Pres passag ) < Flx)

décroissante sur R}, et donc croissante sur R” par parité d’apres 2..

n

. . sint . L, 1
8. Soit x > 0. La fonction t —> ———— est continue sur R’ et prolongeable par continuité en O par la valeur — car :

‘ e2xt _ 1 2x
sint t 1 1
e2xt —1 t—0 2xt t—0 2x  t—=0 2x
. sint 1 _ . _
Et au voisinage de +00 ? Pour tout t = 1 : < ~ e 2t orla fonction t —> e 2! est de
eZXf —1 eZXt — 1 to+4o00
+00o +00 dt
signe constant sur [1,+00[ et I'intégrale f e 2%t dt converge. Il en découle d’abord que I'intégrale J. T
e —
1 1

converge, puis que la fonction étudiée t — est intégrable sur [1,+00[.

e2xt — 1]

9. Soient € > 0. Pour tout x = ¢, la fonction t — est continue sur R’ et prolongeable par continuité en 0 par

e2xt — 1

1 . . . sint
la valeur — d’apres 8., et pour tout t € R, la fonction x — ————
2x e2xt —1
| sin t| | sin t| .
= < et nous avons vu en 8. que la fonction
eZXt — 1 ezst — 1

est continue sur [&,+00[.
sint
e2xt —1

Enfin, pour tous x = e ett € R, :

sint ., . . .
t —> oS est intégrable sur R,, donc la fonction G est continue sur [¢,+00[, et comme c’est vrai pour tout
e2et _

€ > 0, elle I'est méme sur R7.

x x e(ifa)t t=x e(ifa)x -1
10. Soita > 0.Pourtoutx >0: e sint dt = Im( eli-o)t dt) = Im([ - } ) = Im(_i)
0 o i—a ], i—a

Im( 1 Im(a+[§) 1

— = = .

x—+00 a—1R8 1+ a? 1+a?
1

Ce calcul prouve a la fois que l'intégrale J e *sint dt converge et quelle vaut

+00

>
0 1+a
11. Pourtoust >0, x >0etn eN*:
n n—1 —2nxt . .
_ . _ . _ Xt#0 _ . 1—e sint _ xt>0  sint
Ze Zxtsint =e 2’“sth:e ke X0 o=xt i ¢ ¢ = (1—e2mt) — ———.
1 _e72xt e2xt -1 n—+o0o e2xt -1

k=1 k=0

—2nxt —2nxt

sint est continue sur R, et la série E e
sint
e2xt — 1

12. Soit x > 0. Pour tout n € N*, la fonction t — e sint converge

simplement sur R} d’aprés 11. vers la fonction continue t — .En t =0, la série E e 2™tgint converge
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sint
e2xt -1
ue la série e 2" gin t converge simplement sur R, vers une fonction continue par morceaux.
+

vers 0. Comme la fonction t — est prolongeable par continuité en 0 d’aprés 8., on peut finalement affimer

I nous reste a montrer, en vue d’appliquer le théoréeme d’intégration terme a terme, que la série E f |sin t|e 2™t dt
+o00 1 +00 1 +00
. — u=nt . — — o
converge. Or pour tout n € N* : [sintle™>™*t dt "= = sin — ) PUudu < — ue > du. La série
0 T Jo n n? Jo
+0oo
de Riemann E — étant convergente, donc la série E [sin t|e™2"*t dt aussi. Conclusion :

F _+°° = e—2nxt dt = a —2nxt dr & e sint d .
(x)= Zl+4n2x2 sint dt = Z sint dt = porT. t =G(x).

4 EXERCICE 4

1.

5.

Les choix des clients sont indépendants et chacun d’entre eux a la méme probabilité p de choisir le produit A, donc
comme X représente le nombre total de produits A qu’ils ont achetés : X — %B(4,p) et E(X)=4p. Pourla
méme raison: Y < %B(4,1—p) et E(Y)=4(1-p).

Comme X +Y =4: Z=max {X,4—X}. La variable Z est donc a valeurs dans {2, 3, 4} et

P(Z=2)=P(X=2)= (:)pz(l —p)* =6p*(1—p)?,
P(Z=3)=PX=1)+P(X=3)= (‘Dpu -p)+ (:)ps(l —p) =4p(1—p)(2p* —2p +1)

et P(Z=4)=PX=0)+PX =4)= (g)(l —-p)t+ (1)p4 =p*+(1-p)*.

La variable aléatoire Z, finalement, représente le nombre de boites entamées par le commercant en fin de journée.

. Comme en 1., la loi de X sachant {N = n} est la loi 8(n,p).

. Le couple (X,N) est & valeurs dans N2 et pour tous x,n € N, sachant que P(N =n) >0 :

n

P(X =xetN =n)=Py_, (X =x) P(N=n) = (n)px(l —p) xl— e
X n

=0 si n<x

. La variable aléatoire X est a valeurs dans N et pour tout x € N, d’aprés la formule des probabilités totales :

B _+oo B B 1+c>o n . . An —7L (Ap)x (A(l P)
P(X—x)—nz(;P(X—xetN—n)—nZ);(x)p (1—-p) xme Z R

kenx (xp)* AZ (Ml p)) (Af')x AP — (Af')x o

Conclusion : X — #Z(Ap), donc: E(X)=V(X)=Ap.
La variable Y = N — X est a valeurs dans N. Pour tous a, b € N, d’aprés la formule des probabilités totales :

+00

+00 +00 n

6.

n=0 n=b n=>b

(1(1 p)) —AZ(lp)"” b (7“(1 P) Z(kp)k (ra-p)’ e—xeap:(l(l_l’))b o—2(1-p)
b! b! ’

b)!

b
donc: P(X=a)P(N—X=0b)2% (4p) (Ml_p)) e AM1-p) — (a:b)pa(l—p)b X A

al b a+b) €
2p(X=aetN=a+b)=P(X =aetN—X = b).

cov(X,N) = cov(X,X + ¥) = cov(X,X) + cov(X, Y) = cov(X, X) + 0 = V(X) £ Ap.
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7. Pour tout k € N :
k A1 — i
>, (Ul,—lp)) = e *S(k, Ap)S(k, A(1-p)).

k .

A 1
P(Z <k)=P(X <ketY <K)ZP(X <K)P(Y <k)=e ™) @xe—m—w
" ! "
i=0 i=0

8. (a) Code Python : def S(k, x):

res, u=1, 1

for j in range(l, k+1):
u *= x/j
res += u

return res

(b) Le commercant est en rupture de stock s’il est amené a vendre strictement plus de 5 produits A ou strictement
plus de 5 produits B, autrement dit si Z > 6. Il s’agit donc de calculer: P(Z>6)=1—P(Z <5).

Code Python : p, a, k = 0.5, 10, 5

1-exp(-a)*S(k, a*p)*S(k, (1-p)*a)



