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Problème 1.

Etude de 
ourbes paramétrées

1. Si a = b, alors : ∀t ∈ [0,+∞[, x(t) = fa(t) = fb(t) = y(t), don
 : F (t) appartient à la droite

∆ d'équation : y = x.

De plus : t > 0 ⇒ ta > 0 ⇒
1

1 + ta
∈ ]0, 1]. Ainsi :

le support de Γa,b est le "segment" ]OA] ave
 A(1, 1).

2. D'une manière générale, les points de 
oordonnées (x, y) et (y, x) sont symétriques par rapport

à la droite ∆. Don
 :

les supports de Γa,b et Γb,a sont symétriques par rapport à ∆ d'équation : y = x.

3. Puisque a > 1, on en déduit que : t 7→ 1+ ta est stri
tement 
roissante sur [0,+∞[ et à valeurs

dans [1,+∞]. Don
,

fa est stri
tement dé
roissante sur [0,+∞[ ave
 : fa(0) = 1 et lim
t→+∞

fa(t) = 0.

4. Soit t > 0. Alors :

fa(t) + fa

(

1

t

)

=
1

1 + ta
+

1

1 +
(

1
t

)a =
1

1 + ta
+

ta

ta + 1
,

don
 :

∀t > 0, fa(t) + fa

(

1

t

)

= 1.

5. On en déduit don
 que : ∀t > 0,

F

(

1

t

)

=

(

x

(

1

t

)

, y

(

1

t

))

=
(

1− x(t), 1 − y(t)
)

= (1, 1)−
(

x(t), y(t)
)

= (1, 1)− F (t).

On en déduit don
 que les points F
(

1
t

)

et F (t) sont symétriques par rapport au point S =
(

1
2 ,

1
2

)

.

Or : t > 1 ⇔ 1
t
∈ ]0, 1]. On en déduit don
 que :

le support de Γa,b privé de (1, 1) est symétrique par rapport au point S =
(

1
2 ,

1
2

)

.

6. Le tableau de variations de F sur I est :
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t

x

y

0 +∞

11

00

1

1
2

11

00

1

1
2

7. • Au voisinage de 0, on a :

(

x(t), y(t)
)

−→
x→0

(1, 1).

De plus, pour a > 1, fa est dérivable et : f ′a(t) =
−ata−1

(1 + ta)2
∼
0
−ata−1. On en déduit don
 qu'au

voisinage de 0 on a :

y′(t)

x′(t)
∼
0

−btb−1

−ata−1
=

b

a
tb−a −→

x→0
0.

Ainsi, le support de Γa,b admet une demi-tangente horizontale au point A = (1, 1).

• Au voisinage de +∞, on a :

(

x(t), y(t)
)

−→
x→+∞

(0, 0). Don
, par symétrie par rapport au point

S(12 ,
1
2 ), le support de Γa,b admet aussi une demi-tangente horizontale au point (0, 0).

1

1

0

au voisinage de 0

au voisinage de +∞

S

A

8. Posons u = t− 1. Alors : fa(1 + u) =
1

1 + (1 + u)a
ave
 :

(1 + u)a = 1 + au+
a(a− 1)

2
u2 +

a(a− 1)(a− 2)

6
u3 + o(u3),

don
 :

1 + (1 + u)a = 2

(

1 +
a

2
u+

a(a− 1)

4
u2 +

a(a− 1)(a− 2)

12
u3 + o(u3)

)

,

d'où :

fa(1 + u) =
1

2

(

1

1 + a
2u+ a(a−1)

4 u2 + a(a−1)(a−2)
12 u3 + o(u3)

)

=
1

2

[

1−

(

a

2
u+

a(a− 1)

4
u2 +

a(a− 1)(a− 2)

12
u3

)

+

(

a

2
u+

a(a− 1)

4
u2

)2

−
(a

2
u
)3
]

+ o(u3)

=
1

2

[

1−
a

2
u−

a(a− 1)

4
u2 −

a(a− 1)(a− 2)

12
u3 +

a2

4
u2 +

a2(a− 1)

4
u3 −

a3

8
u3

]

+ o(u3)

=
1

2

[

1−
a

2
u+

a

4
u2 +

−2a(a2 − 3a+ 2) + (6a3 − 6a2)− 3a3

24
u3

]

+ o(u3)

=
1

2
−

a

4
u+

a

8
u2 +

a3 − 4a

48
u3 + o(u3).

On en tire :

fa(t) ∼
1

1

2
−

a

4
(t− 1) +

a

8
(t− 1)2 +

a(a2 − 4)

48
(t− 1)3 + o

(

(t− 1)3
)

.
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9. On en déduit qu'ave
 a = 1 et b = 2 on obtient :

x(t) = f1(t) ∼
1

1

2
−

1

4
(t− 1) + o(t− 1) don
 : x′(1) = −

1

4
,

y(t) = f2(t) ∼
1

1

2
−

1

2
(t− 1) + o(t− 1) don
 : y′(1) = −

1

2
.

Don
 :

y′(1)

x′(1)
= 2, 
'est-à-dire que :

le support de Γ1,2 admet au point S =
(

1
2 ,

1
2

)

une tangente de ve
teur dire
teur

−→u = (1, 2).

On a don
 : F ′(1) =

(

−
1

4
,−

1

2

)

, F ′′(1) =
(

1
8 ,

1
4

)

= − 1
2F
′(1) et F ′′′(1) =

(

−
1

16
, 0

)

. Ainsi, F ′(1)

et F ′′′(1) ne sont pas 
olinéaires, don
 les entiers 
ara
téristiques de Γ1,2 au point S = F (1) sont :

p = 1 et q = 3. On en déduit don
 que :

le point S est un point d'in�exion du support de Γ1,2.

10. Le support de Γ1,2 a don
 pour allure :

1

1

0

S

A

Fon
tion dé�nie par une intégrale

11. On a :

ϕ(0) =

∫ 1

0

1

2
dt =

1

2
,

ϕ(1) =

∫ 1

0

1

1 + t
dt =

[

ln|1 + t|
]1

0
= ln 2,

ϕ(2) =

∫ 1

0

1

1 + t2
dt =

[

Arctan t
]1

0
=

π

4
.

12. Soient x, y ∈ R+ tels que : x < y et soit t ∈ ]0, 1].
Alors : ln t < 0 et don
 : 0 > x ln t > y ln t, d'où (ave
 l'exponentielle) : 1 > tx > ty > 0.

On en tire don
 : 2 > 1 + tx > 1 + ty > 1 et don
 :

1

2
6

1

1 + tx
<

1

1 + ty
< 1. Par 
roissan
e de

l'intégrale, on en déduit don
 :

0 6 x < y ⇒ ϕ(x) < ϕ(y),


'est-à-dire :

la fon
tion ϕ est stri
tement 
roissante sur [0,+∞[.

13. Soient x, y tels que : 0 6 x 6 y. Alors, ϕ étant 
roissante :

∣

∣ϕ(x) − ϕ(y)
∣

∣ = ϕ(y)− ϕ(x) =

∫ 1

0

(

1

1 + ty
−

1

1 + tx

)

dt =

∫ 1

0

tx − ty

(1 + tx)(1 + ty)
dt,
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don
 :

∣

∣ϕ(x) − ϕ(y)
∣

∣ 6

∫ 1

0

(

tx − ty
)

dt.

Or :

∫ 1

0

tx dt =

[

tx+1

x+ 1

]t=1

t=0

=
1

x+ 1
,

don
 :

∫ 1

0

(

tx − ty
)

dt =
1

x+ 1
−

1

y + 1
=

(y + 1)− (x+ 1)

(x+ 1)(y + 1)
6 y − x.

On a don
 bien :

∀0 6 x 6 y,
∣

∣ϕ(x) − ϕ(y)
∣

∣ 6

∫ 1

0

(

tx − ty
)

dt 6 y − x.

14. D'après la question pré
édente, ϕ est 1-lips
hitzienne sur tout segment in
lus dans R+, don
 :

la fon
tion ϕ est 
ontinue sur R+.

15. Pour tout x > 0, on a :

1− ϕ(x) =

∫ 1

0

1 dt−

∫ 1

0

1

1 + tx
dt =

∫ 1

0

(

1−
1

1 + tx

)

dt,

don
 :

∀x ∈ [0,+∞[, 1− ϕ(x) =

∫ 1

0

tx

1 + tx
dt.

16. Or, on a :

0 6

∫ 1

0

tx

1 + tx
dt 6

∫ 1

0

tx dt =

[

tx+1

x+ 1

]t=1

t=0

=
1

x+ 1
.

On en déduit don
 l'en
adrement :

0 6 1− ϕ(x) 6
1

1 + x
−→

x→+∞
0.

D'après le théorème d'en
adrement, on en déduit que :

lim
x→+∞

ϕ(x) = 1.

17. La fon
tion : t 7→
1

1 + tx
n'est pas de 
lasse C 1

au voisinage de 0 ; on ne peut don
 e�e
tuer

une intégration par parties. Posons u : t 7→ t×
1

1 + tx
. Alors u est dérivable sur [0, 1] et :

u′(t) =
1

1 + tx
+ t

−xtx−1

(1 + tx)2
=

1

1 + tx
−

xtx

(1 + tx)2
.

Puisque u′ est 
ontinue sur [0, 1], on peut intégrer 
ette égalité, 
e qui donne :

∫ 1

0

u′(t) dt =

∫ 1

0

(

1

1 + tx
−

xtx

(1 + tx)2

)

dt,

soit :

[

u(t)
]1

0
= ϕ(x)− x

∫ 1

0

tx

(1 + tx)2
dt,

et don
 :

ϕ(x) =
1

2
+ x

∫ 1

0

tx

(1 + tx)2
dt.
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18. La pente de la demi-tangente au point d'abs
isse 0 de la 
ourbe représentative de ϕ est :

lim
x→0
x>0

ϕ(x) − ϕ(0)

x− 0
= lim

x→0
x>0

(

1
2 + x

∫ 1

0
tx

(1+tx)2 dt
)

− 1
2

x
= lim

x→0
x>0

∫ 1

0

tx

(1 + tx)2
dt.

Soit x ∈ [0, 1[, et 
onsidérons l'appli
ation u : t 7→
tx

(1 + tx)2
−

1

4
; elle est 
ontinue sur le segment

[0, x] don
, d'après le théorème de la moyenne :

∃c ∈ [0, x],

∫ 1

0

(

tx

(1 + tx)2
−

1

4

)

dt = u(c) =
cx

(1 + cx)2
−

1

4
.

On en déduit don
, grâ
e à la 
ontinuité de u que :

lim
x→0
x>0

∫ 1

0

(

tx

(1 + tx)2
−

1

4

)

dt = 0,

et don
 que :

lim
x→0
x>0

∫ 1

0

tx

(1 + tx)2
dt =

1

4
.

Finalement :

la pente de la demi-tangente au point d'abs
isse 0 de la 
ourbe représentative de ϕ est

1

4
.

19. L'allure de la 
ourbe de ϕ est don
 :

1 2 3 4 5

1

0

20. D'après 15., on sait que : ∀x ∈ R+, ϕ(x) − 1 = −

∫ 1

0

tx

1 + tx
dt. On e�e
tue une inégration

par parties en posant :

u(t) =
1

x
ln(1 + tx) et v(t) = t, d'où : u′(t) =

tx−1

1 + tx
et v′(t) = 1,


e qui donne :

ϕ(x) − 1 = −

(

[

1

x
ln(1 + tx).t

]t=1

t=0

−

∫ 1

0

1

x
ln(1 + tx) dt

)

= −
ln 2

x
+

1

x

∫ 1

0

ln(1 + tx) dt.

Or : ∀t ∈ [0, 1], ∀x ∈ R+, ln(1 + tx) 6 tx don
, par 
roissan
e de l'intégrale :

∫ 1

0

ln(1 + tx) dt 6

∫ 1

0

tx dt =
1

x+ 1
.

On en déduit que :

ϕ(x) − 1 = −
ln 2

x
+ o(x),

et don
 :

ϕ(x) − 1 ∼
x→+∞

−
ln 2

x
.
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Problème 2.

Théorème de Fermat

21. Soit p un nombre premier et k ∈ J1, p− 1K. Alors :

k

(

p

k

)

=
k × p!

(p− k)! k!
=

p!

(p− k)!(k − 1)!
=

p× (p− 1)!
(

(p− 1)− (k − 1)
)

!(k − 1)!
,

don
 :

∀k ∈ J1, n− 1K, k

(

p

k

)

= p

(

p− 1

k − 1

)

.

Or : p divise p

(

p− 1

k − 1

)

(
ar les 
oe�
ients binomiaux sont entiers), don
 p divise k

(

p

k

)

. Comme

p est premier et > k, p est premier ave
 k don
, d'après le théorème de Gauss :

p divise

(

p

k

)

.

22. On raisonne par ré
urren
e sur a :

• Initialisation : Pour a = 0, on a : ap − a = 0 et p divise 0, don
 p divise ap − a : la propriété

est initialisée.

• Hérédité : On suppose que p divise ap − a pour un entier n donné quel
onque. Alors, d'après

la formule du bin�me de Newton :

(a+ 1)p − (a+ 1) =

(

p
∑

k=0

(

p

k

)

ak

)

− a− 1 =

(

p−1
∑

k=1

(

p

k

)

ak

)

+ (ap − a).

Or, d'après 21., p divise

(

p

k

)

pour tout k ∈ J1, n− 1K, don
 p divise

p−1
∑

k=1

(

p

k

)

ak. De plus, d'après

l'hypothèse de ré
urren
e, p divise aussi ap − a. Don
, on en déduit que p divise (a+ 1)p − (a+ 1).

• Con
lusion : D'après le prin
ipe de ré
urren
e, on en déduit que :

∀a ∈ N, ∀p ∈ P, p | (ap − a).

23. • Soit M ∈ M3(R) telle que : ∀p ∈ P, p | det(Mp) =
(

detM
)p
.

Or, d'après la question pré
édente, p divide (detM)p − detM , don
 p divise leur di�éren
e, 
'est-

à-dire que : p divise detM .

Si detM 6= 0, alors il existe p ∈ P tel que : p > detM et alors : p ne divise pas detM , et don
 p

ne divise pas

(

detM
)p
. Don
 M ne véri�e pas l'hypothèse.

On en déduit don
 que né
essairement, detM = 0, 
'est-à-dire que M n'est pas inversible.

• Ré
iproquement, si detM = 0, alors tout nombre premier divise 0 = det(Mp).

On peut don
 
on
lure que :

les matri
es de M3(Z) qui véri�ent : ∀p ∈ P, p | det(Mp) sont les matri
es non inversibles.

Remarque : si detM est divisible par p, pour n'importe quel nombre premier p, alors 
ela signi�e

que detM possède une in�nité de diviseurs, et don
 que detM = 0.
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Etude d'un ensemble de matri
es

24. D'après la dé�nition :

M ∈ A ⇔ M = a





1 0 0
0 0 0
0 0 0



+ b





0 0 0
0 1 0
0 0 1



+ c





0 0 0
0 0 1
0 −1 0



 ,


'est-à-direave
 J =





1 0 0
0 0 0
0 0 0





, K =





0 0 0
0 1 0
0 0 1





et L =





0 0 0
0 0 1
0 −1 0





, que : A = V ect(J,K,L).

Ces trois matri
es formant une famille libre (évident d'après la position des 
oe�
ients non nuls), on

en déduit :

l'ensemble A est un R-espa
e ve
toriel de dimension 3, dont une base est (J,K,L).

25. Il faut véri�er que A est stable par multipli
ation, et que la multipli
ation est 
ommutative.

Il su�t don
 de le véri�er sur la base (J,K,L), 
e qui donne :

J2 = J, K2 = K, L2 = −K;

Jk = KJ = O, JL = LJ = O, KL = LK = L.

On peut don
 
on
lure que :

l'ensemble A est un anneau 
ommutatif.

26. Cal
ulons M2 =





4 0 0
0 0 2
0 −2 0





et véri�ons que (I3,M,M2) est une famille libre (maximale

puisqu'elle 
ompte trois matri
es) de A . Soient λ, µ, ν ∈ R. Alors :

λJ + µK + νL = O ⇔





λ− 2µ+ 4ν 0 0
0 λ+ µ µ+ 2ν
0 −µ− 2ν λ+ µ



 = O ⇔







λ − 2µ + 4ν = 0
λ + µ = 0

µ + 2ν = 0

⇔







λ − 2µ + 4ν = 0
3µ − 4ν = 0
µ + 2ν = 0

⇔ λ = µ = ν = 0.

La famille (I3,M,M2) est don
 libre et maximale :

(I3,M,M2) est une base de A .

27. On a : M3 =





−8 0 0
0 −2 2
0 −2 −2





. Don
 :

M3 = −4I3 + 2M.

Etude d'une suite

28. On sait que M0 = I3 et M appartiennent à A . Or, A est un anneau don
 il est stable par

multipli
ation. On en déduit don
 que ∀k ∈ N,Mk ∈ A = V ect(J,K,L), 
'est-à-dire :

∀k ∈ N, ∃ak, bk, ck ∈ R, Mk = akJ + bkK + ckL =





ak 0 0
0 bk ck
0 −ck bk



 .
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29. Pour tout k ∈ N, on a :

Mk+1 = Mk.M =





ak 0 0
0 bk ck
0 −ck bk



 .





−2 0 0
0 1 1
0 −1 1



 =





−2ak 0 0
0 bk − ck bk + ck
0 −bk − ck bk + ck



 .

On en déduit don
 les formules de ré
urren
es suivantes :

∀k ∈ N, ak+1 = −2ak et : bk+1 = bk − ck, ck+1 = bk + ck.

30. D'après la formule de ré
urren
e obtenue, on en déduit que (an)n∈N est une suite gémométrique

de raison −2 et de premier terme : a0 = 1 (
ar M0 = I3), et don
 :

∀k ∈ N, ak = (−2)k.

31. On peut don
 é
rire, pour tout k ∈ N :

zk+1 = bk+1 + ick+1 = (bk − ck) + i(bk + ck) = bk(1 + i)ick(1 + i) = (1 + i)(bk + ick),

don
 :

∀k ∈ N, zk+1 = (1 + i)zk,


'est-à-dire que (zn)n∈N est une suite géométrique de raison 1+i et de premier terme z0 = b0+ic0 = 1.
Don
 :

∀k ∈ N, zk = (1 + i)k.

Or, bk = Re(zk) et ck = Im(zk), don
 :

∀k ∈ N, bk = Re
(

(1 + i)k
)

.

32. On peut aussi é
rire, pour tout k ∈ N :

bk+2 = bk+1−ck+1 = bk+1−(bk+ck) = bk+1−(bk+bk−bk+1) = 2bk+1−2bk don
 : bk+2−2bk+1+2bk = 0.

Ainsi, la suite (bk)k∈N est une suite ré
uurente linéaire d'ordre 2 dont le polyn�me 
ara
téristique

est : X2− 2X+2. Son dis
riminant est : ∆ = −4 et ses deux ra
ines 
omplexes 
onjuguées sont : 1+ i

et 1− i . On en déduit don
 que :

∀k ∈ N, bk = λ(1 + i)k + µ(1 − i)k.

En parti
ulier pour k = 0 on obtient : λ+ µ = b0 = 1 et pour k = 1 : λ(1 + i) + µ(1− i) = b1 = 1.

On obtient don
 : λ = µ =
1

2
, et don
 :

∀k ∈ N, bk =
(1 + i)k + (1− i)k

2
=

(1 + i)k + (1 + i)k

2
,

don
 on obtient don
 bien :

∀k ∈ N, bk = Re
(

(1 + i)k
)

.

33. Pour véri�er que ∀n ∈ N, un = tr(Mn), il su�t de véri�er que les deux suites véri�ent la même

relation de ré
urren
e, et que les termes initiaux sont égaux.

• D'après 
e qui pré
ède : tr(M0) = tr(I3) = 3 = u0, tr(M) = 0 = u1 et tr(M2) = 4 = u2. Les

trois premiers termes sont don
 bien égaux.
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• Soit n ∈ N. Alors (en utilisant 27.) :

tr(Mn+3) = tr(MnM3) = tr
(

Mn(−4I3 + 2M)
)

= tr(−4Mn + 2Mn+1) = −4tr(Mn) + 2tr(Mn+1).

On peut don
 
on
lure :

∀n ∈ N, un = tr(Mn).

34. Pour p = 2, on a u2 = 4 qui est bien divisible par 2. Sinon, p est impair et on pose alors :

p = 2n+ 1. On a alors, d'après la formule du bin�me de Newton :

bp = Re
(

(1 + i)2n+1
)

= Re

(

2n+1
∑

k=0

(

2n+ 1

k

)

i
k

)

=
∑

06k62n+1
k pair

(

2n+ 1

k

)

i
k =

k=2ℓ

n
∑

ℓ=0

(

2n+ 1

2ℓ

)

(−1)ℓ.

On en déduit don
, d'après la question pré
édente :

up = tr(Mp) = ap + 2bp = (−2)p + 2

n
∑

ℓ=0

(

p

2ℓ

)

(−1)ℓ = −
(

2p − 2
)

+ 2

n
∑

ℓ=1

(

p

2ℓ

)

(−1)ℓ.

Or, d'après 22., p = 2n+ 1 divise 2p − 2 et, d'après 21., p divise aussi

(

p

2ℓ

)

. On en déduit don


que :

∀p ∈ P, p divise up.

Etude d'un 
oe�
ient

35. Pour montrer que (e1, e2, e3) est une base de R
3
, on peut véri�er que 
'est une famille libre

(maximale), par exemple en véri�ant que son déterminant (relativement à la base 
anonique de R
3
)

est non nul :

det(e1, e2, e3) =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 2 −1
2 1 1
−1 0 2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

=
L2←L2−2L1

L3←L3+L1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 2 −1
0 −3 3
0 2 1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= −9.

On a don
 bien : det(e1, e2, e3) 6= 0, 
e qui signi�e que :

(e1, e2, e3) est une base de R
3
.

36. On a don
 :

c(u) =
(

u(e1)|e1
)

+
(

u(e2)|e2
)

+
(

u(e3)|e3
)

= (λ1e1|e1)+(λ2e2|e2)+(λ3e3|e3) = λ1(e1|e1)+λ2(e2|e2)+λ3(e3|e3),

d'où :

c(u) = 6λ1 + 5λ2 + 6λ3.

De plus, la matri
e de uk
dans la base B est : Diag((1, . . . , (n)λ

k
1 , λ

k
2 , λ

k
3), et don
 on en tire :

∀k ∈ N, c(uk) = 6λk
1 + 5λk

2 + 6λk
3 .

37. Supposons que : ∀p ∈ P, p | c(up), 
'est-à-dire que p divise 6λp
1 + 5λp

2 + 6λp
3. D'après 22.,

on sait que p divise aussi λ
p
1 − λ1, λ

p
2 − λ2 et λ

p
3 − λ3. Don
 :

p divise 6λp
1 + 5λp

2 + 6λp
3 − 6(λp

1 − λ1)− 5(λp
2 − λ2)− 6(λp

3 − λ3) = 6λ1 + 5λ2 + 6λ3.

Comme en 23., 
ela signi�e : 6λ1 + 5λ2 + 6λ3 = 0. Or, λ1, λ2, λ3 sont des entiers naturels (
on


positifs), 
ela implique que : λ1 = λ2 = λ3 = 0, et don
 :

u est l'endomorphisme nul de R
3
.
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