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Premiere partie

On note S I'ensemble des solutions de (1) sur R.

1>

(1a) D’apres le théoréme de Cauchy linéaire, les deux problémes de Cauchy

y' +qy=0 ' +qu=0
(P) g w0)=1 et ()¢ y(0)=0
y'(0)=0 y'(0)=1

admettent respectivement une unique solution y; et yo dans €2(R,C) .

1
Le Wronskien de la famille (y1,y2) en 0 vaut W(0) = 0 =1 ainsi (y1, y2) est un systéme fondamental de solutions

de (1), donc c’est une base de ’ensemble S, qui est de dimension 2.
Par suite ‘ S = Vect (y1,y2) est 'ensemble des solutions de (1) dans ¢%(R, C) ‘

(1b) Posons pour tout t € R, @(t) = y1(£)y5(t) — vi(t)y=2(t), on a

¢'(t) = y1(t)ys () — i (Oy2(t) = ya () (a(t)y2(t)) — ¥1 () (a(t)y1(t)) = 0

donc ¢ est constante sur R et p(t) = ¢(0) = W(0) =1, d’on ‘Vt ER, y1(®)yh(t) —yi(®)y2(t) =1 ‘ .

2 > L’application o7 : t +— y(t +T) est de classe €2 sur R et on a :
VieR, op(t) =y"(t+T)=—qt+T)y(t+T)

Or g est T-périodique, donc:
VEER, ¢r(t) = —qt)y(t+T) = —q(t)er(t)
ce qui démontre que @7 est solution de (1) sur R.

D’aprés la question 1.a, I'application @7 est donc combinaison linéaire de y; et yq, soit (a, 3) € C? tel que :

or = ayy + Pya.

En évaluant en 0 cette égalité, ainsi que celle obtenue par dérivation ¢/ = ayi + By} , on obtient: , , .
er(0) =y (T) =5

D'oit le résultat : |Vt € R, y(t+T) =y(D)yi(t) +y' (Dya(t). |

3 > On note &7 'endomorphisme définit par

y = (pr:t—yt+1T))

Thttps://tinyurl.com/2qyzzrbd
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4 >

i) <ii) L’existence d’une application non nulle y vérifiant (i) est équivalent a u est valeur propre de @ .
D’apres la question 2) on a
yi(T)  ya(T)
Mat(yhy2) ((PT) = / /
yi(T)  ya(T)

ce qui donne
Xor(X) = X% = (y1(T) + y2(D)X + (y1(T)ya(T) — y3 (T)ya(T)).

D’apreés la question 1.b) on a y1(T)y5(T) — y1(T)y=(T) = 1, donc

Xor(X) = X2 — (y1(T) + yb(T) X + 1.

Ainsi
i) & peSp(er)
= Xor (M) =0
& 1= () +yp(T)p+1=0
& i)
i) wiii)

Supposons i). Soit y € S non nulle telle que: Vt € R, y(t + T) = uy(t), et posons pour tout t € R, u(t) =e~My(t).
Donc Vt € R, y(t) =eMu(t) et

1
VieR, u(t+T)=e e My(t+T)= e’”;uy(t) = e My(t) = u(t),

u est donc T-périodique, ainsi i) implique iii).
Réciproquement si iii) est vraie, alors u est T-périodique et

VteR, yt+T)=eTeMu(t+T)=e e Mu(t) = uy(t),

et y est une solution non nulle de (1) par hypothese: d’ou i).

Ce qui donne ’équivalence des trois assertions.

(4a) On a Sp(®r) = {p1, 2} avec 1 # pa . P est diagonalisable et S admet une base (y1, y2) formée de vecteurs propres

de & .

La question 3. assure I'existence de deux fonctions w; , wo de €?(R,C) et T-périodiques telles que y; : t —e*tw, (1)
et yo 1 t e 2wy (t) .

La forme de x, donne p.p0 =1 et on a p =e*"' donc I =e~ A | par suite A\; = X et Adg = —\.

Par conséquent, pour toute solution y de (1) il existe « et S tels que :

‘W ER, y(t) = ayi(t) + Bya(t) = aeMwi(t) + Se™ ws(t) ‘ :

(4b) Si p3 = po, alors par les relations coefficients-racines on a: p? = 1, donc: uy € {1, —1}.

Soit y vecteur propre de @ associé a p1, donc y vecteur propre de ®2. associé a 1, alors V¢ € R, y(t + 2T = y(¢), donc
y une solution non nulle et 27-périodique de (1) €*(R,C).



Deuxiéme partie

5>

(5a) On suppose qu'il existe un réel C' > 0 tel que pour tout z € V, ||dh(x)| < C.
Soit 7 l'application définie sur [0,1] par ¢ — 1 + t(x2 — x1). V est convexe donc ( [x1,22]) C V et v est de classe
%*donc h o~ est une fonction vectorielle de classe ¢ sur [0,1], et par la formule de la différentielle de la composée de

deux fonctions on a
(ho)'(t) =dh (y(t)) o' (t) = (dh (7(t)) ) (w2 — 21)
donc
1 1
az) = hen) = [ (o) @t = [ @hG)) =
et par 'inégalité des normes :

[h(22) = h(z1)]] </0 [ (dh (y(2)) ) (22 — 1) dt

Papplication linéaire dh (v(t)) est continue donc

[ (dh (v(1) ) (w2 — 21)|| < [|[dR(y ()] -[J21 = 22f| < Oy — 22|

dou | [[h(r2) — ha)]| < Cllas — ]|
(5b) Considérons lapplication h = Idg — f .
Onahe € (UE) et

dh = df —d(Idg) = df — Idg = df — df(a)

par suite dh(a) = 0.2 (g).

Comme dh est continue en a, alors il existe r1 > 0 tel que:

N |

Vo € UN B(a,r), |[dh(z) — dh(0)[| = [[dh(z)] <

ntrs ,ona B(a,r) CUNB(a,r1) et donc

U est ouvert donc il existe 2 > 0 tel que B(a,re) C U. Soit r =

Vo € Bla,r), [ldh(a)]| <

DN | =

la question précédente appliquée au convexe B(a,r) donne :
—2 1
V(z1,22) € Bla,r),  [lh(z1) = hlz2)|l < 5 llor — 2]l

Par l'inégalité triangulaire (bis) on a

V(w1,22) € Bla,r) ,  [[h(z1) = h(z2)|| = [[(z1 — 22) — (f(21) — f(22))]
> [Jor — @2 = [|f(z1) — fa2)]]

2
donc |V(z1,22) € Bla,r)",  [|f(z1) = fz2)]| = 5lla1 — w2l |-
(5¢) Soit z € B(a,r) et h € ker(df(z)) donc df(z)(h) = 0g.
Soit £ € R tel que |[eh]| <r — ||z —a] .

Pour tout ¢t € ]0,¢] on a
&+ th —a| < [lz —al + [[th]] < [lz — all + [leh]| < r

donc z + th € B(a,r) et par la question précédente on a

|z + th — x| :M

Hl(f(xJFth)—f(x))’>| 2 2

t

comme % (f (x+th) — f(x)) A df(z)(h) = 0g, donc ||h|| =0 et h = 0p.

Ainsi ‘ ker(df(z)) = {O0g} et df(x) est injective‘ .




6 > Soit yo € E tel que ||yo — f(a)|| <

=3

(6a) Les fonctions f et || - ||sont continues donc g est continue sur le compact B(a,r) ( car fermé et borné en dimension

finie) donc admet un minimum et 'atteint en un g sur B(a,r) .

Montrons que ce minimum est atteint sur B(a,r). Soit x vérifiant ||z — a|| = r, alors

lyo = f()ll = llyo — f(a) + f(a) = F(@)]| = £ (a) = f(2)I| = [lyo — fla)]

comme [lyo — f(a)| < T et [ £(a) = f(2)]| > }lla - ||done
lvo — @)l > gllz —al - % =
par suite
lvo — F(@II < 5 < llyo = F(@)]
donc g(z) = g(a).
Si [|zg — al| = r alors g(a) = g(x) et le minimum est aussi atteint en a. On en déduit que ¢ atteint son minimum en

un point de B(a,r).

(6b) Par ’absurde, supposons que yo # f(zo).
D’apres la question 5.c df(zg) est un endomorphisme injectif d’un espace vectoriel de dimension finie, il est donc bijectif.

Soit h € E\ {0} tel quede(xo)H(h) = (yo — f(x0)) -
r—|lzo —a —-—

Pour tout 0 < t < Il ( car xg € B(a,r) ) on a xg + th € B(a,r), la différentiabilité de f donne

fwo +th) = f(xo) + df (xo).th + [[thl|e(th)

avec e(th) o 0 . Donc
—

lyo = (o +th)| = llyo — f(x0) — tdf(z0)(h) — te(t)]|
= (1 =) (yo — f(z0)) — te(t)
<A =)llyo — f(@o)ll + tlle(@)]]

on a |lyo — f(zo)|| > 0, alors pour ¢ suffisamment proche de 0 on a |le(t)]| < ||lyo — f(xo)|| et donc

1Yo = f (o + th)|| < llyo — f (o)l

donc g(zg 4 th) < g(zo) , ce qui est contredit le fait que g admet un minimum en zgsur B(a,r) .

7>

(7a) Ona W = B(f(a), ;) est une boule ouverte donc c’est un ouvert de E .
Comme f est continue de U vers E alors f~!(W) est un ouvert de U , il existe donc un ouvert A de E tel que
f7I(W)=UnA , parsuite V=UNANB(a,r) . Ainsi V est un ouvert de E.

(Tb) fiv { e
e OnaV = f"*(W)nB(a,r) donc f(V) C W et fjy est bien définie de V vers W.
e fv est continue car f lest .
e Surjectivité :
Soit yo € W, alors |lyo — f(a)|] < % et par la question 6 il existe g € B(a,r) tel que yo = f(zo) € W , donc

g€V =fHW)nB(a,r) et y = fly(zo) ainsi ‘ fiv est surjective. ‘




e Injectivité :

1
Soit 1,22 € V C B(a,r), d’aprés 5.b on a ||f(z1) — f(x2)|| = §||x1 — xg|| donc f(z1) = f(x2) = 1 = z2, ainsi

fiv est injective‘ .

Par conséquent ‘ fiv est bijective‘ .

e Continuité de (f\v)71 :

. -1 -1 —
Soit y1,y2 € W et &1 = (f‘v) (Y1), ©2 = (f‘v) (y2) € V C B(a,r).
La question 5.b donne

| )™ ) = ) )| = lle = w2l <2080 = Sl = 2l = el

( f|V)7lest 2-lipchitzienne donc elle est continue.

Ainsi ‘ fiv un homéomorphisme de V' sur W. ‘

Troisiéme partie

Rappels sur ’exponentielle de matrices :
Soit A, B € #,,(C)
“+o0
Lok -
e exp(4) = Z EA € M, (C). En particulier exp(0_z, (c)) = In-
k=0

e det (exp(A)) = ™A

o exp(A) € GL,(C) et (exp(4)) ™" = exp(—A)

o Spe (exp(4)) = {e* | A€ Spe (4)} .

e Si\ESpe (A) et V€ Ey(A) alors exp(A)V = eV

e Si B=PAP~! avec P € GL,(C) alors exp(B) = Pexp(A)P~ L.

e exp(Diag(A1, ..., \,)) = Diag(eM, ..., eM) .

o si A.B = B.A alors exp(A+ B) = exp(A) exp(B) et A.exp(B) = exp(B).A

e L’application t — exp(tA) est de classe € et %(exp(tA)) = A.exp(tA) = exp(tA).A .

8>

(8a) On sait que C[A] est une sous-algeébre commutative de .%,(C) et (C[A],+, X) est un anneau commutatif, par suite

(C[A])" est le groupe des unités de cette anneau. Donc (C[A])" est un sous-groupe abélien de GL,,(C) .
(8b) e Par définition de (C[A])* on a I'inclusion (C[A])* C C[4] N GL,(C) .
e Soit M € C[A] N GL,(C). Par le théoréme de Cayley-Hamilton, on a
XM(M) = O{//{"(C) avec XJV[(O) =ag = (71)” det(M) 7é 0

On écrit xpr = XP + ag, avec P € C[X]. L’égalité xas (M) = 04, ) donne I,, = —aiOP(M).M.
On en déduit | M~ = —%P(M) , donc M~! € C[M] C C[A] et M € (C[A])".

D’oit I'égalité | C[A] N GL,(C) = (C[A))" |.

—+oo
1 _
9 > Soit M € C[A]. On sait que exp(M) = E —M™ est une matrice inversible et (exp(M)) ' = exp(—M) , donc
n

n=0

exp (C[A]) € GL,(C) .



N

1
On a exp(M) = Nhn+1 Z M , ce qui montre que exp(M) est limite d’une suite & valeurs dans C[A]. Or C[A] est un
—+00

sous-espace vectoriel de d1mens1on finie de 4, (C), donc c’est un fermé ( il est donc stable par passage d la limite),

on en déduit que exp(M) € C[A].
Ainsi: exp(M) € C[A] N GL,(C) = (C[4])", d’ott ‘ exp (C[A]) C (C[A])" |

10 >
10,1[xR — C

ta) oz, o ooemt (ha)et (¢,d) dans [0, 1[xR. Ona

(10a) Posons P : {
Za(t) = Za (1))
t+iat(l —t) =t 4 iat'(1 —t'))
t=t
t1—1t)=a't'(1—t)

(®(t,a) =@(t',d)) &

—~

& (t(l—t)=t'(1—t") #0 car t €]0,1])

=

Qr—’H/—/HA

&

Ce qui prouve que 'application ® est injective .

(10b) Soit a € R. Posons pour tout ¢t € [0,1], M(t) = Z,(t)My + (1 — Z4(t)) M2. Cest un élément de C[A] pour tout
t € [0,1], puisqu’il est combinaison linéaire d’éléments de C[A].
Considérons l'application P : z — det (2M; + (1 — z) M3) .On a pour z € C*

(—2)™ det (M, ) det (In — -y (p Mz))

det (zM7 + (1 — 2) M)
z

1
= (—Z)ndet (MQ)X(Mflj\/[z) <1 — z)
Comme P(0) = det (M) # 0 et P(1) = det (M7) # 0, alors on a
P(z) = 0&1- % € Sp(M; ' My)

o e {iy resonmn )

L’ensemble A = . i A€ Sp (MiMy ")\ {1}} est fini, @ est injective donc l'ensemble B = {a € R, 3t €]0,1[, Z,(t) € A}
est fini ( éventuellement vide ).
Soit @ > maxB si B# @ (et a=1si B= @ ) on a pour tout ¢ € [0, 1], det M (¢) # 0 et M(t) € GL,(C) .
D’oti l'existence a tel que ‘ vt €[0,1], M(t) € C[A]NGL,(C) = (C[A])" |
(10c) L’application ¢ — Z,(t) est continue car polynomiale, donc application ¢ — M (t) est continue aussi, & valeurs dans
(CIA])" et vérifie: M(0) = M, M (1) = M;. Cela montre que M; et My sont reliés dans (C[A])* par un chemin continu.

Ceci étant valable pour tout couple d’éléments de (C[A])", donc (C[A])" est connexe par arcs.

11 >
(11a) Par application du résultat démontré dans la deuxiéme partie.
Considérons C[A] comme R espace vectoriel et montrons que I'application exp : C[A] — (C[A])" est de classe €' au
voisinage de 0_z, (c) et de différentielle en 0_z4, (c) égale a I'identité.
On choisit sur C[A4] une norme || - || d’algebre, elle vérifie : VA, B € .4, (C)||AB| < ||Al|||B] et [|A™]] < || A|"™ .



o Différentiabilité sur C[A4] :
Soit M et H dans C[A] tel que ||H|| < 1. M et H commutent, on peut donc écrire

exp(M + H) = exp(M) exp(H)

+o0o 1
= exp(M) (I,L—FH—!-ZI{;'H’C)

k=2
00 1
= exp(M) + exp(M)H + exp(M) | EH’“
k=2 "
remarquons que H +— exp(M)H linéaire et
00 1 +00 Hk
exp(M) Y | < o) |32 27
k=2 " k=2

par continuité de la norme on a

Tk
k=2

oo gk ‘ B +o0 HHkH

|| - || est une norme d’algebre donc ||H*|| < | H|/* pour tout k > 2, ce qui donne

+0 1k +oo k
H H
R SR -
k=2 k=2 :
|
< HIPY 4 (car [H]<1)
k=2 """
2
< elH|

et
<ellexp(M)||[|H|?

+oo
1
exp(M) Z ka
k=2 "

+oo
ainsi exp(M) Z %Hk =o(H).
k=2 "

On en déduit que ‘ exp(M + H) = exp(M) + exp(M)H + o(H) ‘ et donc exp est différentiable en M avec
‘dexp(M) : H— exp(M).H ‘
e Classe ¢! sur C[A] :

La fonction exp est différentiable sur C[A] , donc elle est continue sur C[A4] .

Montrons que dexp est continue de C[A] vers .Z (C[A4]), sur .Z (C[A]) on utilise la norme d’opérateur associée a une
norme sur le R-espace vectoriel C[4] .
Soit B, C' et H dans C[A] on a

|| (dexp(B) — dexp(C)) (H)|| = || (exp(B) — exp(C)) .H| < || (exp(B) — exp(C)) ||| H]|
donc la norme d’opérateur vérifie
|[dexp(B) — dexp(C)| < [|exp(B) — exp(C)|

ce qui prouve la continuité de dexp .
( pour H = I, on obtient ||dexp(B) — dexp(C)|| = || exp(B) — exp(C)||)
e Finalement, exp est de classe ¢ sur C[A] et dexp(0) = Idc(a).

Le résultat démontré dans la deuxiéme partie 2 assure 'existence d'un ouvert U de C[A] contenant 0_y, ¢y et un ouvert

V de C[A] contenant exp (0 //[n(@)) =1, tels que exp soit bijective et bicontinue de U vers V .



(11b) Soit M € exp(C[A]) montrons qu’il existe un voisinage W de M tel que W C exp(C[A]) .
Soit C' € C[A] tel que: M = exp(C'). Posons W = exp ({C}+U) ,on a

W = {exp(C+B)/BeU}
= {Mexp(B) / BeU}
= {MC/CeV}
= MV

Cl4 — C[4]

Ona M~! € C[A] donc Papplication ¢ : est bien définie, bijective et elle est linéaire en dimension

B +— M™'B
finie donc continue, ce qui permet d’écrire W = M.V = ¢=1(V) , ainsi W est un ouvert. Comme I,, € V alors M € W.
On déduit que W est voisinage ouvert de M tel que W C exp(C[A]) par suite exp(C[A]) est ouvert dans C[A] .

12 > Montrons qu’il existe un fermé F' de C[A] tel que exp(C[A]) = FN (C[A])*
e Montrons que F' = exp(C[A]) est un fermé de C[A] :

Soit B € C[A]\ F. On a Bexp(C[A]) est un ouvert de C[A] content B (comme dans 11.b).
Montrons que Bexp(C[A]) est contenu dans C[A] \ F' .

Si il existe D € F tel que Bexp(D) € F , comme exp(D), exp(—D) et Bexp(D) sont dans exp(C[A]) alors
B = [Bexp(D)] exp(~D) € exp(C[A])

ce qui est absurde, donc
Bexp(C[A]) C C[A]\ F.

Ainsi C[A] \ F est un ouvert et F' est un fermé de C[A] .

e D’apres la question 9. exp(C[A]) C (C[4])* , donc exp(C[A4]) = FN (C[A])*par suite exp(C[A]) est un fermé de
(clA]).

Remarque : (C[A])* n’est pas un sous espaces vectoriel de C[4] , et il n’a pas de structure d’espace vectoriel normé mais
une structure d’espace métrique .

13 > On suppose que exp(C[A4]) # (C[A])* soit My, My € (C[A])* telles que M; € exp(C[A]) et My ¢ exp(C[A]).

(13a) Soit f la fonction indicatrice de (C[A])" \ exp(C[A4]), c’est-a-dire:

folA)” - {0,1}

o . { 1 si M ¢ exp(C[A]),
0 si M € exp(C[4]).

Ona f(M;)=0et f(Mz) =1 donc f ((C[A])") = {0,1}.
Montrons que f est continue en vérifiant que I'image réciproque de tout fermé de {0, 1} est un fermé de (C[A])".

Les fermés de {0, 1} sont les fermés de R inclus dans {0, 1}, ce sont donc toutes les parties de {0, 1}.

Ona:
o fT0)=0 (0 est un fermé de (C[A])")
o f71({0}) = exp(C[A4]) (exp(C[A]) est un fermé de (C[A])" (question 12.) )
o f71({1}) = (C[A)])" \ exp(C[A]) (exp(C[A]) est un ouvet de C[A] donc ouvert de (C[A])" (question 11.b))
o F7{0,1}) = (ClA])" (LAY est un fermé de (C[A])")

Donc f est continue de (C[A])"vers {0,1} .



(13b) La fonction f : (C[A])® — R est continue et (C[A])" connexe par arcs ( question 10.c), donc 'image directe

14 >

15 >

16 >

f((C[A])") = {0,1} est une partie connexe par arcs de R, absurde car les parties connexes par arcs de R sont les

intervalles .

La supposition du départ est fausse d’ou ‘ exp(C[A]) = (C[A])" |

On a déja exp (A4, (C)) C GL,,(C).
Réciproquement, soit A € GL,,(C). Alors A € (C[A])", donc par la question précédente A € exp(C[A]) or
exp(C[A]) C exp (A, (C)) donc A € exp (#,(C)). D’ou I'inclusion réciproque et 1'égalité : ‘exp (,(C)) = GL,(C) ‘

Quatrieme partie

D’apreés le théoréme de Cauchy linéaire, ’ensemble . des solutions de X'(t) = A(¢t)X () (2) est un sous espace vectoriel
le dimension n de ¢ (R,C") .

Comme dans la partie 1, on vérifie que I'application:

T s S = S
1Y = (VritesY(E+T))

est un endomorphisme de . .

=U_rp.
D’oui I'existence d’une valeur propre non nulle ¢ € C*de Ur et Y € .7 est un vecteur propre associé, I’égalité U(Y) = pY
se traduit par ‘ VieR, Y(it+T)=puY(t) ‘ .

U admet donc au moins une valeur propre dans C , et 0 ne peut pas étre valeur propre car U bijectif et (\IJT)_1

Soit (Y1,Ya,...,Y,) une base de .. Pour t € R, on pose M(t) = [Y1(¢)|Y2(¢)]...|Yn(t)] la matrice dont les colonnes
sont Y1 (t),...,Y,(t)

(16a) e Par définition, le wronskien de la famille de solutions (Y7,...,Y,,) est le déterminant de M(t).

Or (Y1,...,Y,) est une base de solutions, donc le wronskien n’est jamais nul, donc ‘Vt € R, M(t) € GL,(C) ‘

e Ona

M(t) = [Y]

d'oit le résultat : | ¥t € R, M'(t) = A(t)M(t)],
Les solutions de (2) sont de la forme ¢t — M ()Xo avec Xo € #,,1(C) .
En général %exp(X(t)) # X'(t) exp(X (t)) , on ne peut pas dire que M(t) = exp([ A(t)dt) .

(16b) Soit k € [1,n], Vapplication ¢ — Yy (t +T) est élément de S (question 15) .

Alors il existe (a;x);¢;c, € C" tel que :
VEER Y (t+T) =) aixYi(t)
i=1

Posons (E4, ..., E,) la base canonique C", donc Yy, () = M (t)Ey, pour tout ¢ € R.
On a pour tout t € R et j € [1,n]



M@#)"'M(t+T)E, M@#)~Y;(t+1T)

= M) ayYi()
i=1
= D_auM®)TYi®)

n
= E ;i B
i=1

ce qui prouve que la j iéme colonne de M (t)"*M(t + T) est égale & " (a1 j, 2 j, ..., (tp j ), PAr suite
M) Mt +T) = (aij) et ‘M(t)_lM(t + T) est indépendante de t € R ‘ .

1<i,5<n

(16¢c) On a pour tout t € R M(¢)"*M(t +T) = M(0)~'M(T) , posons P = M(0)"*M(T) alors P € GL,(C).
D’apres la question 14, il existe C' € #,,(C) telle que exp(C) = P, soit B = %C’ alors exp(T'B) = P.
Ainsi |Vt € R , M(t +T) = M(t) exp(TB) |.

& ,onaQ(t) = ®(M(t),exp(—tB)) avec ®: (C) x #(C) (€) )
t — M(t)exp(—tB) (M, N) . MN
Comme M et t — exp(—tB) sont continues et ® bilinéaire en dimension finies alors @ est continue .
Pour tout t € R on a

(16d) Soit Q :

QUt+T)

M(t +T) exp(—(t + T)B)

= M(t)exp(TB) exp(~TB) exp(—tB)
(1) exp(—B)

(t)

donc @ est continue sur R et T' périodique de R vers GL,,(C) telle que ‘ Vte R, M(t) =Q(t)exp(tB) ‘ .

[
© =

17 > On admet la décomposition de Dunford : 1l existe deux matrices D et N de ., (C) telles que D est diagonalisable, N
est nilpotente et

B=D+ Ne DN =ND.

Il existe donc une matrice P € GL,,(C) et une matrice diagonale A telles que D = PAP~L.

(17a) Soit (E1,..., E,) la base canonique de ., 1(C).
Pour ¢ € R, on pose M ()P = [Z1(t)| Z2(t)] .. .| Zn(t)]

e Vérifions que les Z; sont dans .&.
Soit ¢ € [1,n]. On a pour t € R M (t)PE; = Z;(t) donc

Zi(t) = M'(t).PE;
= A(t)M(t)PE;
= A@t)Zi(t)
donc Z; vérifie (2).
e Le wronskien de la famille de solutions (71, ..., Z,) est le déterminant de M (t) P qui est non nul, donc (Z1,. .., Z, )est

une base de .7 .
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(17b) Soient Ag,..., A, les nombres complexes tels que A = Diag (A1, Ag,..., \,). Pourtous 0 <i<n—1,1<k<net
1 .
t € R, on note R;(t) la k-iéme colonne de la matrice —Q(t)N'P.
i!
Soient k € [1,n] et t € R. On a

Zi(t) M(t)PE),
= Q(t)exp(tB)PE
(

)
= Q(t)exp(tD +tN)PEy,

les matrices D et N commutent, donc ‘ exp(tD 4+ tN) = exp(tN) exp(tD) ‘ .
Comme D = PAP~! alors | exp(tD) = Pexp(tA)P~! = PDiag (e'1,e2, ... e*n) P71 et

Zp(t) = Q(t)exp(tN)exp(tD)PE}
= Q(t)exp(tN)Pexp(tA)P ' PE}
= Q(t)exp(tN)Pexp(tA)Ey

Or exp(tA)Ey =e'** By, donc
Zy(t) = " Q(t) exp(tN) PEy

n—1

o
N est nilpotente d’ordre au plus n donc exp(tN) = Z V.
i!
i=0
On en déduit : . .
n— t,L ; n— tl
Zi(t) =™y FQN'PE; = ey T Rik(D):
i=0 i=0
n—1 ti
Ainsi | Z),(t) =eM Y TRt |
i=0

La continuité et la périodicité des R; ; découlent de celles de @ .
(17c) On suppose que Vi € [1,n], Re(\;) < 0.
Soit Y une solution de (2), alors il existe aq,...,a, € C tel que Y = Z agZy. Or
k=1
too
Vk € [Ln], Vt € R, |Zk(t)| < "N It R, k(2]
i=0

les R; ) sont bornées sur R car elles sont continues et périodiques et les Re (A\;) < 0, donc Vk € [1,n], Z(t) , —+> 0,
— 400

par suite | Y(¢) — 0}

t—+oo

18 >

(18a) Supposons qu’il existe A € Sp(B) tel que A = zf:—; avec k € Z et m € N*. Soit V un vecteur propre de B associé a
A
L’application Y : ¢ — M (t)V est solution non nulle de (2) ( car M'(t) = A(t)M(t)).

M (C) X Mp1(C) — M (C)

(M, X) MX on a pour tout t € R
, — )

Par continuité de "application {

exp(tB)V = EBev
=0 "

= E/\"V
=0

= MV
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donc Y (t) = Q(t) exp(tB)V =eMQ(t)V .

Comme mT A = 2ikm € 2inZ et Q) est T périodique alors pour tout t € R,
Y (t+mT) = D Qt + mT)V = MQH)V = Y ()

Ainsi Y est une solution non nulle de (2) et mT-périodique.

(18b) Soit Y une solution mT-périodique et non nulle.
1l existe Xo € #,,1(C) non nul tel que: Vt € R, Y (t) = M(t)Xo = Q(t) exp(tB)Xo.
Comme Y (mT) =Y (0) alors M(T)Xo = M(0)X, et

Q(mT) exp(mTB)Xo = Q(0)Xo.
Comme @ est T-périodique donc Q(mT) = Q(0) et
Q(0) exp(mT B) Xy = Q(0) Xo.
or @ est a valeurs dans GL,,(C) donc
exp(mT'B)Xy = exp(TB)" Xy = Xo.

cela montre que 1 est une valeur propre de exp(T'B)™.
Or Spc (exp(TB)™) = {\™ | A € Spc(exp(TB))} ( car toute les matrices de 4, (C) sont trigonalisables ) donc il existe
A €Spc(exp(TB)) tel que A™ =1, d’ou le résultat .

19 > Pour tout (k,f) € Z2, on a X et X' sont T-périodiques et T’-périodiques de X et A est T-périodique, donc X et X’
sont kT + £T’-périodiques par suite

X'(t+ kT +0T") = At + kT + LT X (t + kT +(T") = A(t + kT + (T") X (t).
Posons G = ZT' + ZT , qui est un sous-groupe de R, engendré par T et 77, on a :
VteER, Vge G, X'(t)=A(t+g)X(t).
donc
VieR, Vge G, A®)X(t)=A{t+g)X(t) (%)
Le sous groupe G est soit dense dans R soit de la forme Za .
Si il existe @ € R tel que G = Za alors il existe (k,¢) € Z? tel que T = ak et T' = af , de plus (k,f) # (0,0) car

(T,7") # (0,0) . /

On en déduit que T % € Q ce qui contredit ’hypothése sur 7”.Ainsi G est dense dans R .

Soient t,u € R et (gm),,en € GN une suite convergeant vers v — t, alors par continuité de A
Alt+gm) — Alt+u—1t)=Au)
m——+oo

par suite
Alt+gn) X(1t) —  A(u)X(t),

m——+oo

mais pour tout m € N, A(t)X(¢t) = A (t + gm) X (t), donc

Alt+gm) X(t) —  A@R)X(t).

m——+00

Par unicité de la limite on a |Vt,u € R, A(t) X (t) = A(u) X (t) ‘ .
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20 >

21 >

»Casl: Sin=1.
A = a une constante complexe, 'équation devient scalaire 2’(t) = az(t) et admet comme solutions les fonctions ¢ — Ae®,

24T
on n’a une solution 7”- périodique avec 77 > 0 si et seulement si a € ?Z . Dans ce cas on peut prendre QQ = X et
B =a.

» Cas2: Sin>2.

e Cherchons les solutions T"-périodique non nulle avec 77 ¢ QT
Soit X une solution T’-périodique non nulle avec T ¢ QT. Posons V = Vect(X(t) ;t € R), c’est un sous espace de
dimension finie de C™ , il est donc fermé.
Soit ¢ € R. Pour tout h € R*on a

% (X(t+h)— X)) €V

or V est fermé, donc X'(t) € V. Comme Vi € R, A(t)X(t) = X'(t) alors A(t)V CV (V est stable par A(t) Vt € R ).
Par hypothése et puisque V' # {0} on a donc V = C™. Soient t1,...,t, € R tels que (X (t1),..., X (¢,)) soit une base
de C".

Alors d’apres la question 19 on a, pour tout u € R et pour tout ¢ € [1,n],
Au)X (t;) = A(t:) X (t:)

Ainsi, A(u) est déterminé sur une base de C™ de fagon indépendante de u, donc A est constante.
Soit Y un vecteur propre de A(0). Alors CY est stable, par A(t) pour tout t € R ;| qui est différent de {0} et C™, ce qui
contredit I’hypothese sur A .

Donc il n’existe pas de solution T'-périodique non nulle avec 77 ¢ QT .

e Cherchons les solutions T"-périodique non nulle avec 7" € QT'.
Soit X une solution T"-périodique avec T' = %T , myq € N* | donc X est mT-périodique et d’apres la question 18.b),
il existe k € Z telle que:

2ikn

e"m € Sp(exp(TB)) = {e"*; A € Sp(B)}

Il existe donc A € Sp(B) tel que e’ —e®%™ donc il existe £ € Z tel que

_ 2ikm 2i(k + tm)m

m

TX + 2l =

Donc une condition nécessaire & 'existence de solutions T”-périodiques non nulle avec TV € QT est : B posséde une

0
valeur propre de la forme A\ € <7 Q .

Réciproquement si B posseéde une valeur propre de la forme A\ € %@_ , la question 18.a assure l'existence d’une solution

non nulle et mT-périodique .

2im
n=1e Aec—27Z,T" >0
Finalement I’équation (2) admet une solution périodique non nulle si et seulement si : T

N
n=2 et Sp(B)ﬂ%@#@

2ik
Z;aveckGZetmeN*.

Ce qui est équivalent a : | B admet une valeur propre de la forme

Le théoréme de Cauchy assure l’existence des solutions de (3) et que l’ensemble .3 des solutions de (3) s’écrit de la
forme

I ={Xp} + S

avec X, est une solution particuliere de (3) et % I'ensemble des solutions de (2) .
Soit X € .5 donc il existe V € C™ tel que

X@) =M@V + X,(t) = Q(t)exp(tB)V + X, (t)

13



e Si X est T-périodique alors X (0) = X(T') et
QO)V + Xp(0) = Q(T) exp(TB)V + X, (T) = Q(0) exp(TB)V + X, (T)
donc
Q(0)[exp(T'B) — In]V = Xp(0) — X,(T)

Par hypothese on a 1 ¢Sp(exp(T'B)) , alors exp(T'B) — I, est inversible et
V = [exp(TB) — L] [Q(0)] 71 (X,(0) — X,(T)) (+)

ce qui prouve l'unicité sous réserve d’existence.

e Soit V définit par la relation (*) et X : ¢t — M)V + X, (¢).
On a X (0) = X(T) par construction de V. Soit Y : t — X (¢t 4+ T) , elle est donc dérivable.
Pour tout ¢ € R on a

Y'(t) = X'(t+T)

At +T)X(E+T)+b(t+1)
= A@)Y(t) +b(t) (A et bsont T-périodique)

Donc X et Y sont solutions du probléme de Cauchy formé par Z' = AZ + b et la condition initiale Z(0) = X(0).

Par unicité de la solution de ce probléme on a Y = X | donc X est une solution de (3) T-périodique, d’ou I'existence.

Finalement, (3) posséde une unique solution T-périodique.

22 > Posons X(t) = ( ng > et A(t) = ( 1(t) B ccl)s(t) ), le systéme s’écrit X'(t) = A(t) X (t).
y cos

-1
Notons J = ( (1) 0 > Alors A(t) = I + cos(t)J.

;0 1 1
Ona xs(X)= X2+1, donc J est diagonalisable, un petit calcul donne | J = P ((Z) ) P71, avec: P= ( )
i

donc

1+ icos
weRr, At)=ppp-t=p|tTioos®) 0 Pl
0 1 —idcos(t)

Posons X = PY alors
X'(t)=A(t)X(t) & PY'(t) = A(t)PY (t) & Y'(t) = DY (¢)

Notons Y (t) = ( u(t; ) donc

u'(t) = (1 4 i cos(t))u(t)

Y'(t) = DY (t) & { '(t) = (1 — i cos(t))v(t)

)\et+i sin(t)
ainsi il existe A,y € C tels que | Y (¢) = t—i sin(t) et | X(t) =PY(t) =
e

et—i—i sint et—isint A
Ona X(t) = pising et isint on prend donc
—je ~+2 sin jet—isin I

Mt et+zsmt et—zsmt . ezsmt e—zsmt
( ) - _,L'et-ﬁ-i sint iet—isint =¢ _ieisint ie—isint

ei sint 671- sint ei sint 0
. . =P . P~ | pour mettre M sous la
_satsint sA—tsint 0 —isint

)\et+isint + Met—isint
s t+isint . t—isint
iAe + iue

11 suffit de poser | B =1, et Q (t)
ie ie e
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forme M (t) = Q(t) exp(tB) avec @ : R — GL,,(C) continue et 2r-périodique.
Une autre forme normale réelle :

On a
X = ( et()\eisint+ﬂe—isint) >:< et()\eisint+ue—isint) )

Z)\6151nt+zuef7,51nt) et(ii)\ezsint+i,uefisint)

—A+ p)cos(sint) + (A + ) sin(sin t)

e'(

B ( (A + p) cos(sint) 4+ i(A — p) sin(sint) )
cos(sint) —sin(sint) A+
sin(sint)  cos(sint) i(—=A+p)

on prend done | M(t) = ( el cos(sin(t)) —esin(sin(t)) ) BT, et Q)= (cos(sin t) —sin(sin t))

e sin(sin(t)) et cos(sin(t)) sin(sint)  cos(sint)
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