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Etude de Vopérateur différence finie

. Soit (P,Q) € K[X]? et A € K.

AP+ AQ)=(P+2Q)(X +1)— (P+)2Q)(X)
= P(X +1) + AQ(X +1) — P(X) — A\Q(X)
=P(X +1) - P(X) + NQ(X + 1) - Q(X))
— A(P)+2A(Q)

Ayant méme ensemble de départ et d’arrivée :

’ A est un endomorphisme. ‘

. | 8i deg(P) <0, deg(A(P)) = —oc. |

Si n = deg(P) > 1, il existe (ag,...,a,) € K" tel que P = Zaka.

k=0
deg(A(P)) < n, le coefficient en X™ de A(P) est nul et celui en X" ! est na, + ap_1 — an_1 = na, #0
donc deg(A(P)) =n — 1.

|Si deg(P) > 1, deg(A(P)) = deg(P) — 1.|

. Soit d € N*. Par question 2 :
VP € K4[X], deg(A(P)) < deg(P)—-1=d—-1<d

donc A(Kd[XD C Kd[X]

’Pour tout d € N*, A induit un endomorphisme sur Kq[X]. ‘

. Soit d € N*. On a remarqué dans la question 2 que K C Ker(Ay).
Pour tout P € K4[X]\ K, deg(A(P)) = deg(P) —1 > 0 donc A(P) # 0.
Ainsi Ker(Ay) =K.

Im(Ag) = Vect((A(X*))ock<n) = Vect((A(X*))1<k<n) car A(1) = 0. Pour tout k € [1,d], deg(A(X*)) =
k—1 donc la famille a degrés échelonnés (A(X*))1<r<q est libre, de cardinal d dans K4—1[X] de dimension
d donc (A(X*))1<r<a est une base de Kyq_1[X] et ainsi Im(Ay) = Kg_1[X].

’Pour tout d € N*, Ker(Ag) =K et Im(Ag) = Kg—1[X]. ‘
- Ker(A) = | Ker(Ag) =K et Im(A) = | Im(Ay) = K[X].
den= deN-

| Ker(A) = K et Im(A) = K[X]. |

Soit h € K[X].
Par surjectivité de A, il existe Pj, € K[X] tel que A(P,) = h.
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. On remarque que Cy =

L’ensemble des solutions de I’équation linéaire (Ej,) est alors

A~Y(h) = P, + Ker(A) = P, + K.

Si h est une fonction polynomiale, I’ensemble des solutions polynomiales de (E}) est une droite affine

dirigée par 1. Pour obtenir toutes les solutions, on ajoutera les fonctions 1-périodiques.

XX -1 vérifie A(Cy) = X. Par 5 :

X(X -1
L’ensemble des solutions polynomiales de (E}), out h: x — x, est % + K.

. Par question 2, on montre par récurrence que :

Vn € N*, deg(A™(P)) < deg(P) —n.

Ainsi AZT = 0.

’Xd“ annule Ag. ‘

A4(X) =1+ 0 donc Ay nilpotent non nul ne peut étre diagonalisable.

’ A4 n’est pas diagonalisable. ‘

Fonctions entiéres

Généralités

. Voir dans son cours préféré.
. Soit k € Z.

Pour tout n € N et tout ¢ € [0, 1], |a,w(t)"w(t)"*| < |an| or le rayon de convergence de la série entiére
Z a,z" est infini donc Z |an| converge. Ainsi Z apw"wF

n

converge normalement sur [0,1] et :

1 L +oo 1 L
/Of(w(t))w (t)dtznz_oan/o w(t)"Fdt.

2im(n—k)t 1
e } 0
0

1 1
Soit n € N. Sin = k, /0 wt)"kdt =1;sin#k, /0 w(t)"Fdt = {m_k)

ar sik €N

0 sinon.

Pour tout k € Z, /01 flwt)w ™ (t)dt = {

Une intégrale

Soit z € C. e* =1 si et seulement si il existe k € Z tel que z = 2ink.
Or 2inZNU = @ donc t — e“(!) — 1 ne s’annule pas sur [0, 1].
w(t)Pt!

ew(® —1
le dénominateur ne s’annule pas.

Ainsi pour tout p € Z, t — est continue sur [0, 1] comme quotient de fonctions qui le sont dont

’Pour tout p € Z, I, est bien définie. ‘

|Z|n—1

(n+1)! _ M ———— 0 donc de la régle de d’Alembert,

Pour tout z € C*,
n n—+oco

|Z|n—2

n!

+oo Zn—2
A eé.
b nz::z n!
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Du développement en série entiére de ’exponentielle, on a bien :

VzeC, e —1=2z(1+28(2)).

=1 11
Enfin pour tout ¢ € U : |’8(O|<Z_:ZE:€_6_E'

Ve e, 1B(Q)] < e—2€l0,1]

et —1=¢(1+¢B(Q)),

Il existe 8 € € et C €]0, 1] tels que : V¢ € U, {

1BOI<C
1 I o
P tout tel 1, — = —1)727.
our tout z € C tel que |z| < g Jgo( )z

Soit ¢ € U et p € Z. Par question 10, [(5(¢)| < 1 donc :

S Cpﬁl# =t f(*l)j(Cﬂ(C))j
-1~ e X |
¢r Ix e .
Pour tout ¢ € U et tout p € Z, s Z(—l)JC]H)_ B(C).
j=0

Soit p € Z. w est & valeurs dans U donc par question 11 :

Vi€ [0,1], ¥n e N, |(—1)"w(t)"PB(w(t))"] < O™

Or C €]0,1] donc la série Z C" converge et ainsi Z(—l)”w”+pﬁ(w)" converge normalement sur [0, 1]
n n

wbtl
vers
e

1 de sorte que :

+oo 1
=21 [ Bttty

n=0
Pour tout n € N, 8" € £ : on applique donc la question 9. Soit (n,p) € N2 :sin > 1 oup > 1 alors
1
—(n+p) ¢ N donc / Bw(t)"w(t)"T? =0;
0

1
sin=p=0, / B(w(t))"w(t)"*? = 1. On conclut.
0

’Ig =1 et pour tout p € N*, I,, = 0.

Polynémes de Bernoulli

Lien avec ’équation (Fj)

Soit n e Net z € C.

w(t)lfn

Comme mentionné dans la question 10, ¢ —
ew(® — 1

1l existe M € RT tel que :

est continue sur le segment [0, 1] donc y est bornée.

1

vt € [0,1], @@~ D@

< M.
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k k k
N Zw(t) 2|
Ainsi : V¢t € [0,1],VE € N, (e — D@1 | S &
Or la serie 3 127 done 3 At lement sur [0, 1]
r la série converge donc —— — converge normalement sur |0, 1] vers —————
- k! & El(e¥ — 1)wn—1 & (e¥ — 1)wn—1
et par conséquent :
+o0 Zk
k=0

Or pour tout entier k > n, k —n € N* donc I;,_, = 0.

Pour tout n € N et tout z € C, B,,( —n'zk'

1
Soit n € N. De l'expression trouvée, B,, € R,,[X] et le coefficient en X” de B,, est n!—'IO =1.
n!

’ Pour tout n € N, B,, est unitaire de degré n. ‘

Soit n € N*.

B — ka 1 Xt L
n—n.z nz n(n—l)zjnllenposan‘w— -1
k=1 i=0

Pour tout n € N*, B/ = nB,,_1.
| |

Soit n € N* et z € C.

400 Zk
fis—e* = ES € & et n—1 € N donc par question 9 :
k=0
1 (z+1)w(t) _ zw(t . 1 anl L
— —nl | n-— —n! — n-—
B,(z+1) — By(2) n./o (@~ Ty =nl / flw dt n'(n—l)! nz"" .

’Pour tout n € N* et tout z € C, B,(z + 1) — By(2) = nz"" 1.‘

B
Par question 16, pour tout k£ € N, 3 Ij:i est un antécédent de X* par A donc par linéarité de A :

Pour tout h = Zaka eClX Z (Ep).

k=0

Unicité

Existence : il est clair que By = 1 (unitaire de degré 0) et on a déja montré que pour tout n € N*,
B! =nB,_1. Enfin pour tout n € N* :

! 1 B11(1) — Bny1(0)
Bn p— . p— 7 p— .
/O (t)dt n+1/ B, (t)dt = —— 0" =0

Unicité : il suffit de montrer que l'application linéaire f : C[X] — C[X] x C qui & @ € C[X] associe
1

(Q’,/ Q(t)dt) est injective pour conclure.
0

1
Soit @ € C[X] telle que Q' =0 et / Q(t)dt =
0

1
1l existe z € C tel que @ = z et 0:/ Q(t)dt = z donc Q = 0.
0
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Ker(f) = {0} d’ou l'injectivité de f.

B;l = an—l
1
/ By (t)dt = 0.
0

(Bn)nen est I'unique suite de C[X] telle que By = 1 et pour tout n € N*,

Hy = (—=1)°By(1 — X) = 1. Soit n € N*.
H =(-1)"(-B,(1-X))=(-1)""'"nB,_1(1 - X) =nH,_;.

1 1
/ H,(t)dt = (71)”/ B, (u)du =0 en posant u =1 —t.
0 0

Par question 18 :

VneN, H, = B,.

Une application analytique

Tout d’abord, la fonction 1 ne s’annule jamais et :

1 = 1
Ve e R =
0 " 2w

1 . . NP
Comme — est développable en série entiére, de rayon de convergence infini, sa somme est de classe C*>°
sur R (Uintervalle ouvert de convergence). Par passage a I'inverse, la fonction ¢ est de classe C*° sur R.

La fonction (x,t) — x est de classe C° car polynomiale, donc par composition :

(z,t) — Y(z) € C(R?,R).

La fonction (z,t) — tx est également de classe C*° car polynomiale done, par composition :

(z,t) = e € C°(R* R).

On conclut par produit :

u: (2,1) = ()el” € CF(R%,R),

Pour tout (z,t) € R?, %(m,t) = (z)ze'™ = zu(z,y).

Q@(m t)_ai@(m t)
Totdxn T fam ot

De la formule de Leibniz, les fonctions p : (z,t) — x et u étant de classe C*° sur R? :

o" Ou _0™(pu) B " /n\ OFp ok _(n o"u n\ Op oty
o) = e =3 (1) SR w0 Gt = (ot 0 G014 () G

Soit n € N* et (z,y) € R%. Du théoréme de Schwarz

On a A :t—u(0,t) =1(0) =1.
Par question 21, pour tout n € N*, A =nA,_;.

1
Pour tout z € [0, 1], / u(z, t)dt = (x)(e” — 1) = x (Iégalité est bien valable pour x nul).
0
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Soit n € N*. Pour tout ¢t € [0,1], z — u(x,t) est de classe C™ sur [0, 1] et pour tout k € [0,n] et tout
k

0
x €[0,1], t — 6—2(&0, t) est continue sur le segment [0, 1] donc intégrable.
x

ok
Enfin pour tout k € [0, n], a—z est continue sur le compact [0, 1]? donc il existe My € RT tel que pour
x
ok
tout x € [0,1] : Vt € [0, 1], a—Z(w,t) < My, et t — My, est intégrable sur [0, 1].
x

1
Ainsi [ :x — / u(z,t)dt = x est de classe C™ sur [0, 1] et pour tout = € [0, 1],
0

Lony

0 8x"

0=1M"(z) = (x,t)dt

1
En particulier en évaluant en 0 : 0 = / Ay (t)dt.
0

1
Ay =1 et pour tout n € N*;, A/ = nA,_; et / Ay (t)dt = 0 donc par question 18 (de la relation de
0

récurrence, (A, )nen est polynomiale) :

\VneN, A, = B,.|

Solution entiére de ’équation (Fj)

Une inégalité de controle

On suppose par 'absurde que :

Ve>0,3neN,3ze€C, |z|=2n+Dmet e — 1] <ec

Soit p € N. 277 > 0 donc il existe n, € N et 2z, € C tels que

|zp| = (2np, + 1) et |e*» — 1] < 27P.
Pour tout p € N, |e*r — 1] < 27P et 277 —+> 0 donc par encadrement :
p——4o0

e —— 1.
p—+o0

Vp eN, |zp| = (2n, + 1),

1 existe (np)pen € NY et (zp)pen € CN telles que {ezl’ L

p—r—+o0
Pour tout p € N, |e% — 1| = |le*?| — [1]| < |e*» — 1] or |e* — 1| P 0 donc par encadrement :
p——+oo
e*» ——— 1. Par continuité du logarithme en 1 :
p—r—+oo
a, — 0.
p—+oo
Pour tout p € N, ||zp] — |bp|| = |12p] — |ibp]] < |2p — ibp| = |ap| or ap = 0 donc par encadrement :
p—r—+o0

|2p| = [by —— 0.
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D’une part e?r~rl2el = ezre=iep (et )T — _ezp 4 ] par 23.
p——+oo

D’autre part e* ~rl2r| = ganticp(bpl=l2p])) —+> €% = 1 par question 24 et continuité de ’exponentielle
p——4o0
en 0.

Par unicité de la limite 1 = —1. Absurde!

’Elc>0,Vn€N,Vz€(C, \z|:(2n+1)7r:>|ez—1|>c.‘

Une solution a (E,,)

Soit n € N. Soit z € C.
ez’)’n(t)

(7 — Ty )
est continue sur [0, 1] comme quotient bien défini de fonctions qui le sont. Ainsi @, (z) est bien défini.

2Py (1)F 1]@2n+ rz|

Par question 25, tout t € [0, 1], |e%(t) — 1] = ¢ > 0 et v, ne s’annule pas donc ¢

Pour tout ¢ € [0,1], et tout k € N ot ¢ = ¢((2n +1)m)" ! et

k(e ® — 1)y, ()]~ e k!
2 1 kA k 2Yn,
Z |2n + TZ' el @zl 4 6 done Z % converge normalement vers 671
k' evn — 1) (e’Yn — 1)73
= ! Tn (t)k
|
sur [0, 1] et ainsi @, (z an #2" en posant pour tout k € N, Gn,e =n! /0 (e — 1)%(15>n_1dt.

k=0

Pour tout z € C, Z qn’kzk converge vers Q,,(z) donc @, € &.
keN

IVneN, Qnef.‘

Soit n € N* et z € C.

+o00 :
fn i8> e2@ntlms — Z (Z(Qn; 1)m)*

k=0

s¥e€&etn—1eNdoncpar9 :

Qule+1) = Qule) = gyt POl Ve

_ n! (z(2n + 1)m)" 1t
((2n + 1)m)n—1 (n—1)!

n—1

=nz

Pour tout n € N* et tout 2 € C, Q, (2 +1) — Qn(z) = nz""1. ‘

On rappelle que pour tout z € C, |e%] < el*l.

Soit n € N* et z € C. Intégrant dans le sens des bornes croissantes :
e\z(2n+l)7‘r|

1
< nl - dt< bn|z|
|Qn(2)| <n /0 A@n T 1)7r)n71dt Upe

n! 1 k
1b=3r>0ctup=— > =-J[ " <=
ot T ety c((2n + 1)m)n—t C];[2(2TL—|—1)7T c

—_

.. 1 .
Ainsi ¢ = - > 0 convient.
c

1l existe (a,b) € (RT*)? tel que : Vn € N*,Vz € C,|Qn(2)| < ae®?l.




n

29. Soit h € &€ de développement en série enticre Y hy,2" et H 1'élément de £ de développement > |[hy,|2™.

Pour tout n € N, on note Z quz’c le développement en série entiére de @,,.
k

Soit z € Cet r=|z| + 1.
Soit (n, k) € N2. Q,,(r-) € € donc par 9, g, xr* = / Qn(rw(t))w(t)~*dt puis par 28, |gn x| < ae®™".
0

bnr

e
V(n, k) € N2, |gni| < a—.
(n, k) k| < a o

Qn+1,kh
n+1

Ainsi Z

n,k>0

n

br e v (12N H(E) B
w33 ey () = aer T <o car Bl o,

\ |
k=0n=0 -

+
La famille (an’lk hnzk> est sommable donc en posant pour tout k € N, ay = qn:_llk hn € C,
n
n=0

+o00 h o0

+o0 Q
> apt=>" n:1 > nirtt = Z hn "H
k=0 n=0 k=0

Ainsi I'application f = Z hy, Q’_L:i est bien définie, appartient a £ et pour tout z € C, par 27 :
n=0
1
Fe+1)— Zh Cnin(z+ 1) = Qi (2 th

n+1

’Pour tout h € £, (E},) admet une solution dans £. ‘
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