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Cpreuve : MATHEMATIQUES II Option MP’ 

Un espace affine euclidien orient4 de dimension 3 est rapportk B un repbre 
orthonormal d i r e c d 0  (O; l , j ,E) .  x, y, z designent les coordonnees d’un 
point dans ce repbre. 

A tout d e l  8 on associe les vecteurs ü(O) = caser+ s&Oj ul(e) = k A u(e) 
et le repbre orthonormal direc&e (O;Ü (O) ,  Ti, (O) ,k) . Les coordonnees 
d’un point d a n f i e  sant not4es X, Y, 2. 

Le prkliminaire definit les surfaces dont on se propose 1’6tude. Les parties 1 
et II  sont largement independantes. 

Les fonctions considedes f, $l g, h sont supposees de classe suffisante C’ ou 
C2 pour tous les calculs. On utilise des notations abregees telles que : 

- 4  4 4  

- - 
... aM ... pour Ü ( O ) ,  M(r, O), -(r, 9) 

aM 
ar G l M ,  

Les projections considCrCes sont orthogonales. 

Pdliminaire, 
Soit J un intervalle ouvert non vide de RI f une fonction numerique rbelle 
definie sur IR x J . a n  lui associe la suCace parametrbe S repr6senMe par : 
( r ,6 )  E IR x J H O M  = rG(O)+f(r,O)k . 

O. 1)  Calculer les composantes dans la base (Ü,ïil,<) du vecteur - -  
-- aM aM . N = x  A S .  

On suppose r f O, &rire une dquation du plan tangent en M 8. S dans le re- 
pbrecA‘e e_t donner les coordonnees du point d’intersection T de ce plan avec 
l’axe (O, k). 
0.2) 

a) 
un angle 6gal B d 4 ,  quel que soit le point M de S pour lequel r # O. 

DBterminer les fonctions f pour lesquelles la droite MT fait avec (0,k) 

b) 
jours être repdsenue  par le parametrage : 

Montrer qu’une surface S verifiant la propriete preckdente peut tou- 

(r, e) E IR x I H.oM = rü(’<e) + (r + Ne)) i+ (1) 

oilI est un intervalle convenable associe 8. J, et $ une fonction numerique 
reelle definie sur 1. 

&&d 
Dans cette partie, on dtudie quelques propribtks d’une surface S definie par 
un parametrage du type (1) et on les applique 8. des excmples. 

1.1) 

a) Caract4riser la courbe De decrite par M lorsque O est fixe dans l’inter- 
valle 1. 

b) On considbre une courbe trac6e sur  S definie par r = g(0). Determiner 
la fonction g de façon que, pour tout 6, la tangente i3 cette courbe au point 
M(g(O), O) soit orthogonale B D@-Montrer qu’une telle courbe est située sur 
un cane de rkvolution d’axe (O, k) de demi-angle a u  sommet d4. 

12) 

a) Former une dquation differentielle du premier ordre qui doit &tre satis- 
fa i te jar  la fonction h pour qu’en chaque point de cette courbe, non situ6 sur 
(O, k) , le plan tangent 8. S soit osculateur en ce point. 

b) Determiner la fonction 41 pour qu’on puisse prendre h(0) = e et  que 
l’on ait : $(O) = +‘(O) = 1. Pour ce choix de $, donner la forme gén6rale des 
fonctions h solution (on pourra prendre fi comme fonction auxiliaire). 

1.3) On considbre les sections de S par les plans parallbles au plan 
(03,;). Montrer que les plans normaux 8. ces sections aux points situ6s sur 
De, 8 fixe dans 1, contiennent une droite A0 parallble A (0;E).  

On considbre une courbe tracee sur S definie par r = h(6). 

e 



1.4) h u d e  d’un exemple. 
Soit a un rdel strictement positif. On prend 1 = 1 4 2 ,  d 2  [. 

a) 
quations d a n a 0  

Ddterminer la fonction @ pour que la surface S contienne la droite d’b- 

x - a  = O 

On appelle So la surface ainsi obtenue. 

b) Tracer les sections de SO par les deux plans d’bquations respectives e = a 
et z = -a. Representer la projection so sur le plan (05,;) de la partie de SO 
definie par les indgaliths : -7d4 5 0 5 d 4  et -a 5 z 5 a. Calculer l’aire de 80. 

Reprdsenter la projection S’O de cette mQme partie sur le plan (O;T,T;) 
c )  Ddterminer la fonction g de la question 1.1) b) de façon que le cane de 
revolution d’axe ( O x )  qui contient la courbe ddfinie sur SO par r = g(8) 
ait pour sommet O. Quelle est alors cette courbe ? 

d) On considhre toujours SO. Ddterminer la surface engendrde, lorsque 8 
varie dans 1, par les droites & obtenues B la question 1.3). Quelles sont la 
nature de cette surface et sa section par le plan (05,j) ? 

l?ac€€d 
Dans cette partie, a ddsigne un rdel strictement positif, 1 l’intervalle I-x,n[ 
et on dtudie la surface S1 ddfinie par le paramdtrage : 

(r ,e)  E IRXIHOX = rae)+ ( r - a t a n ( ~ 2 ) ) T i .  

11.1) 

a) ‘Donner des dquations dans le rephrege de la droite De ddcrite par M 
lorsque 0 est fixd dans 1. 

b) Soit L le lieu du point commun B De et De + II lorsque 8 varie dans 
1- rc,O[ . Donner des dquations de L dans le rep&reso .  Que peut-on dire de 
Do et L ? En d a u i r e  une definition de S, comme engendde par des droites 
vdrifiant des conditions gdomdtriques simples. 

11.2) 

a) Quelle est l’intersection de SI et du plan (03, X ) ?  

b) Montrer que S, admet d a n a o  l‘bquation cartesienne : 
2 

y(x2+y2-z2) -2a (x  +y2-xz)+a2y = O. 
e sine 

(On pourra &rire : tan- = )* 2 i + ~ e  

a) 

b) 

c) 

Montrer que S, admet un axe de symdtrie. 
ktudier et tracer les intersections de S, et des plans ( O ~ , ~ )  et 

Quelles sont les projections de S, sur les plans (OZ, E) et (03,:) ? 
<O313 

II.4) Construire l’enveloppe des projections sur le plan (O G, 1;) des droites 
De et en deduire l’ensemble des points de ce plan qui sont projections d’au 
moins un point de S, . 
U.5) Soit X u n  d e l  strictement positif. On appelle CL l’intersection du plan 
d‘bquation z = 1 avec S, et cs la projection de Cx sur le plan (OS,-j) . 
cL peut 6tre definie par Pdquation polaire : r = atan(ek2) + h. On pose 
aL = atan(aA). 
Ddterminer l’asymptote de ci et la position de CL par rapport B son asymp- 
tote. Montrer que cL admet un point double obtenu pour 0 = aA et 
9 = % - IC. Quel est le lieu de ce point lorsque 1 varie ? Construire c1 
pour 1 = a. 
U.6) Montrer que la partie de cL telle que y s a est formde d’une boucle. 
Calculer l’aire du domaine lirnitd par cette boucle en fonction de h et aA . En 
idduire le volume du domaine inurieur h S, et situ6 dans la partie de l’es- 
pace ddfinie par les indgalius y 5 a et  O z 5 a. 


