
Corrigé PT 2018, épreuve A.

Partie 1.

1. Tous les 
al
uls (spe
tre, sous-espa
es propres) sont faits sur R.

Cal
ulons le polyn�me 
ara
téristique de A :
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= (t− 1)(t+ 1)(t− 2) (déterminant triangulaire).

La matri
e A, qui est de taille 3, admet don
 trois valeurs propres (simples) deux à deux distin
tes, à savoir

−1, 1 et 2 : elle est don
 diagonalisable sur R et tous ses sous-espa
es propres sont de dimension 1.

On pro
ède de même pour la matri
e B :

χB(t) =
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(développement / 3ème ligne)

= (t− 1)2(t− 4) (déterminant triangulaire).

La matri
e B admet don
 deux valeurs propres : 4 qui est simple (le sous-espa
e propre asso
ié est don
 de

dimension 1), et 1 qui est double. De plus, la matri
e B − I3 est :

B − I3 =





3 0 −3
3 0 −3
0 0 0



 .

Elle est don
 de rang 1, don
, par la formule du rang, le sous-espa
e propre de B asso
ié à la valeur propre 1
est de dimension 2. Ainsi, la somme des dimensions des sous-espa
es propres de B est 3, et puisque B est de

taille 3, elle est diagonalisable (sur R).

2. Par un 
al
ul dire
t, on obtient :

A2 = B.

3. On rappelle que 
haque sous-espa
e propre de A est de dimension 1, toutes les valeurs propres étant

simples. Ainsi, on 
al
ule une base de ve
teurs propres en 
al
ulant un ve
teur propre asso
ié à 
haque valeur

propre.

Sous-espa
e propre asso
ié à −1. On é
rit la matri
e A+ I3 :

A+ I3 =





2 1 −1
2 1 −1
−1 1 2





On remarque la relation C1 −C2 +C3 = 0, qui implique que le ve
teur V−1 =





1
−1
1





est un ve
teur propre de

A asso
ié à la valeur propre −1.



Sous-espa
e propre asso
ié à 1. De même :

A− I3 =





0 1 −1
2 −1 −1
−1 1 0



 ,

et don
, au vu de la relation C1 +C2 +C3 = 0 entre les 
olonnes de A, le ve
teur V1 =





1
1
1





est ve
teur propre

asso
ié à 1.
Sous-espa
e propre asso
ié à 4. De même :

A− 2I3 =





−1 1 −1
2 −2 −1
−1 1 −1



 ,


e qui permet d'obtenir par la même méthode le ve
teur V2 =





1
1
0





, ve
teur propre asso
ié à la valeur propre

2.
La famille (V−1, V1, V2) étant une base de ve
teurs propres de A, on en déduit la relation P−1AP = D, soit

en
ore A = PDP−1, pour :

P =





1 1 1
−1 1 1
1 1 0



 , et D =





−1 0 0
0 1 0
0 0 2





4. Puisque B = A2
et que A = PDP−1, on en déduit (mais 
'est un 
al
ul), que B = PD2P−1, et la matri
e

D2
étant en
ore diagonale en tant que 
arré d'une matri
e diagonale, la matri
e B est semblable à une matri
e

diagonale via une matri
e de passage à 
oe�
ients réels, don
 B est diagonalisable sur R.

Remarque : 
ette méthode � sans 
al
ul �est en fait pleine de 
al
uls. On peut aussi faire plus amusant :

soit (e1, e2, e3) la base 
anonique de M3,1(R), et b l'endomorphisme 
anoniquement asso
ié à B. Au vu de la

matri
e B, le sous-espa
e engendré par e1 et e2 est stable par b, et la matri
e de l'endomorphisme induit dans la

base (e1, e2) est triangulaire à 
oe�
ients diagonaux distin
ts. Ainsi, l'endomorphisme induit par b sur le plan

ve
toriel engendré par e1 et e2 est diagonalisable et ses valeurs propres sont 1 et 4. On peut ensuite é
rire la

matri
e B − I3, qui vaut





3 0 −3
3 0 −3
0 0 0





, qui est manifestement de rang 1, don
, par la formule du rang, le sous-

espa
e propre de B asso
ié à la valeur propre 1 est de dimension 2. La somme (dire
te) des sous-espa
es propres

de B est don
 de dimension supérieure ou égale à 1 + 2 = 3, don
 de dimension 3, don
 B est diagonalisable. Il

y a en
ore du 
al
ul, mais moins que dans la version suggérée par l'énon
é.

Partie 2.

1. L'endomorphisme f2
est la rotation autour de l'axe dirigé par

−→e3 et d'angle π (
e qu'on appelle un demi-

tour) : en e�et, la 
omposée de deux rotations de même axe est en
ore une rotation de même axe, et son angle

est la somme des angles de rotation. S'il faut vraiment (mais 
e n'est pas l'esprit de l'énon
é qui demande

seulement ensuite d'é
rire 
ette matri
e), on peut poser le 
al
ul dans la base B, qui est orthonormée, dire
te,

et adaptée :

C =





cosπ/2 − sinπ/2 0
sinπ/2 cosπ/2 0

0 0 1



 =





0 −1 0
1 0 0
0 0 1



 ,

et don
, la matri
e de f2
dans B est :

C2 =





−1 0 0
0 −1 0
0 0 1



 ,

et la base B étant orthonormée dire
te et adaptée, on re
onnaît bien qu'il s'agit de la matri
e de rotation d'axe

dirigé par

−→e3 et d'angle π.
La matri
e C2

étant diagonale réelle, elle est diagonalisable sur R et sur C. La matri
e C n'est en revan
he

pas diagonalisable sur R : en e�et, un 
al
ul fa
ile montre que son polyn�me 
ara
téristique est (λ2 +1)(λ− 1),



qui n'est pas s
indé sur R. Sur C, 
e polyn�me 
ara
téristique se s
inde en (λ− 1)(λ− i)(λ+ i), et la matri
e

C est don
 diagonalisable sur C puisqu'elle admet trois valeurs propres deux à deux distin
tes.

2. Le ve
teur

−→w est de norme 18, don
 le ve
teur
−→
w′ = 1

3
√
2

−→w = 1
3
√
2
(1, 1,−4) est unitaire et 
olinéaire à −→w .

Le ve
teur

−→u = 1√
2
(−1, 1, 0) est un ve
teur unitaire orthogonal à

−→
w′, et on 
hoisit alors

−→v =
−→
w′∧−→u = 1

3 (2, 2, 1),

de sorte que (−→u ,−→v ,
−→
w′) est une base orthonormée dire
te.

Cette base B′ étant une base orthonormée dire
te adaptée à la rotation g, la matri
e de g dans 
ette base

est C (
omme à la question 1). La formule de 
hangement de base orthonormée entraîne que la matri
e de g
dans B est alors :

MB = PCP−1 = PC(tP ),

où P est la matri
e de passage de B vers B′ (il s'agit don
 d'une matri
e orthogonale en tant que matri
e de

passage entre deux bases orthonormées), et :

P =





−1/
√
2 2/3 1/(3

√
2)

1/
√
2 2/3 1/(3

√
2)

0 1/3 −4/(3
√
2)





et don
, en e�e
tuant le produit matri
iel :

MB =
1

18





1 1 + 12
√
2 −4 + 3

√
2

1− 12
√
2 1 −4− 3

√
2

−4− 3
√
2 −4 + 3

√
2 16





Remarque : mer
i à Joël Pipon de m'avoir indiqué une erreur dans une première version de 
e 
al
ul. On

peut véri�er qu'il s'agit bien d'une matri
e orthogonale (les ve
teurs 
olonnes sont unitaires et deux à deux

orthogonaux), mais aussi que le ve
teur

−→w est bien ve
teur propre asso
ié à la valeur propre 1, que le ve
teur

−→u a pour image le ve
teur

−→v , et le ve
teur

−→v a pour image −−→u .

La matri
e MB est semblable à la matri
e C, qui est non diagonalisable sur R (d'après la question 1), don

n'est pas non plus diagonalisable sur R. Puisque C et MB sont semblables, il en est de même de M2

B et C2
. Cette

matri
e étant diagonalisable sur R (et même diagonale), d'après la question 1, la matri
e M2
B est diagonalisable

sur R (mais pas diagonale, 
omme on le véri�e fa
ilement !).

Partie 3.

1. Soit x ∈ Im (g). Alors, il existe y ∈ E tel que x = g(y), don
 f(x) = f(g(y)) = f ◦ g(y) = 0 
ar f ◦ g = 0,
don
 x ∈ ker(f). Ce
i étant vrai pour tout ve
teur x ∈ Im (g), on a bien établi l'in
lusion Im (g) ⊂ ker(f).

2. a) Il su�t de développer les deux membres de l'égalité à prouver. D'une part :

(f − αIdE) ◦ (f − βIdE) = f2 − (α+ β)f + αβIdE ,

et de même pour l'autre membre.

b) Soit v un ve
teur propre de f , et i un indi
e tel que v est ve
teur propre asso
ié à la valeur propre λi.

En appliquant autant de fois que né
essaire la question pré
édente :

(f − λ1IdE) ◦ · · · ◦ (f − λpIdE) = Fi ◦ (f − λiIdE),

où Fi est la 
omposée :

Fi = (f − λ1IdE) ◦ . . . (f − λi−1IdE) ◦ (f − λi+1IdE) ◦ · · · ◦ (f − λpIdE).

Et ainsi :

(f − λ1IdE) ◦ · · · ◦ (f − λpIdE)(v) = Fi(f(v)− λiv)
(i)
= Fi(0)

(ii)
= 0,

la relation (i) provenant de 
e que v est ve
teur propre de f asso
ié à λi, et la relation (ii) de la linéarité de Fi

en tant que 
omposée d'endomorphismes.

(
) Puisque f est diagonalisable, il existe une base (v1, . . . , vn) de E 
onstituée de ve
teurs propres de

f . Pour x ∈ E, notons x =
∑n

i=1 xivi la dé
omposition de x dans une telle base. Par linéarité de F =
(f − λ1IdE) ◦ · · · ◦ (f − λpIdE), on obtient :

F (x) =

n
∑

i=1

xiF (vi)
b)
=

n
∑

i=1

xi × 0 = 0,




e qui est le résultat attendu.

Remarque : on vient de montrer que le polyn�me

∏p

i=1(X − λi) est un polyn�me annulateur de f .

3. a) Pour tous réels a et b :

a(f − αIdE) + b(f − βIdE) = (a+ b)f − (aα+ bβ)IdE .

Il su�t don
 de trouver (a, b) tels que

{

a+ b = 0

−(aα+ bβ) = 1
. On substitue b = −a dans la deuxième égalité,


e qui impose a(β − α) = 1, et don
 a = 1
β−α (bien dé�ni 
ar α et β sont supposés distin
ts) et b = −1

β−α .
Ré
iproquement, on véri�e fa
ilement par substitution que le 
ouple :

(a, b) =
1

β − α
(1,−1)


onvient.

b) Soit x ∈ E. Alors, d'après la question pré
édente :

x = (f − αIdE)(ax) + (f − βIdE)(bx),

et don
 x est bien somme d'un ve
teur de Im (f − αIdE) et d'un ve
teur de Im (f − βIdE). On a ainsi justi�é

l'in
lusion E ⊂ Im(f−αIdE)+Im(f−βIdE), l'in
lusion ré
iproque étant évidente (l'image d'un endomorphisme

est un sous-espa
e ve
toriel de l'espa
e sur lequel il agit ; une somme de deux sous-espa
es ve
toriels est un sous-

espa
e ve
toriel du même espa
e), l'égalité s'en déduit.


) On obtient dire
tement l'in
lusion Im(f −βIdE) ⊂ ker(f −αIdE) en appliquant le résultat de la question

1 à la relation (⋆). Grâ
e à la question 2(a), la relation (⋆) s'é
rit en
ore (f − βIdE) ◦ (f − αIdE) = 0, et à

nouveau par la question 1, l'in
lusion Im (f − αIdE) ⊂ ker(f − βIdE) s'en déduit.

d) De la question pré
édente, on déduit l'in
lusion :

Im (f − αIdE) + Im (f − βIdE) ⊂ ker(f − αIdE) + ker(f − βIdE),

et don
, par la question b :

E ⊂ ker(f − αIdE) + ker(f − βIdE),

et 
omme à la question b), l'in
lusion ré
iproque est évidente, d'où l'égalité :

E = ker(f − αIdE) + ker(f − βIdE).

e) L'égalité proposée est une 
onséquen
e évidente de la question pré
édente si l'un des deux sous-espa
es

ker(f − αIdE) ou ker(f − βIdE) est trivial (réduit au ve
teur nul). Sinon, 
e sont des sous-espa
es propres de

f asso
iés à des valeurs propres distin
tes, 
e qui justi�e qu'ils soient en somme dire
te, et don
 d'après la

question d) que leur somme dire
te soit égale à E.

f) La question e) montre que la somme (dire
te) des sous-espa
es propres de f est égale à l'espa
e tout

entier, 
e qui montre que l'endomorphisme f est diagonalisable (là en
ore, si l'un des deux est trivial, seul

l'autre mérite le nom de sous-espa
e propre, mais 
ela ne 
hange pas l'argument).

4. a) Puisque f2
est diagonalisable, il existe une base dans laquelle sa matri
e est une matri
e diagonale

D dont les 
oe�
ients diagonaux sont les λi ; et on peut faire en sorte que les di�érents exemplaires de 
haque

éventuelle valeur propre multiple soient 
onsé
utifs. Soit A la matri
e de f dans une telle base. Ainsi, A2 = D,

don
 AD = A3 = DA : les matri
es A et D 
ommutent. Or, la matri
e DA est obtenue en multipliant 
haque

ligne de A par la valeur propre située sur la ligne 
orrespondante de D ; et de même pour DA en remplaçant

ligne par 
olonne. De l'égalité AD = DA, on déduit que tous les 
oe�
ients de A en position (i, j) tel que les


oe�
ients diagonaux de D en positions i et j soient distin
ts, sont nuls : la matri
e A est diagonale par blo
s,

et 
haque blo
 
orrespond à l'a
tion de F sur un 
ertain sous-espa
e propre de f2
. Ces sous-espa
es Fk sont

bien stables par f .
b) Par un 
al
ul dire
t :

(fk + µkIdFk
) ◦ (fk − µkIdFk

) = f2
k − µ2

kIdFk
= f2

k − λkIdFk
,

et 
et endomorphisme est nul puisque Fk est le sous-espa
e propre de f2
k asso
ié à λk, don
 f

2
k agit 
omme λkId

sur 
e sous-espa
e.


) Il su�t d'appliquer le résultat de la question 3 (à fk, endomorphisme de Fk, pous les deux s
alaires ±µk),

en 
onstatant que les λk étant non nuls, µk et −µk sont distin
ts pour tout k.



d) Toujours en appliquant le résultat de la question 3, on obtient Fk = F+
k ⊕ F−k . De plus, en tant que

sous-espa
es propres d'un endomorphisme diagonalisable (à savoir f2
k ), la somme des Fk est dire
te et vaut E :

E =

p
⊕

k=1

Fk =

p
⊕

k=1

F+
k ⊕ F−k

Comme à la question 3, tous les sous-espa
es F+
k et F−k non triviaux sont des sous-espa
es propres de f (asso
iés

respe
tivement aux valeurs propres −µk et µk, sous l'hypothèse impli
ite que les λk sont deux à deux distin
ts,


e qui est né
essaire pour que la dé�nition des Fk soit saine), et quel que soit le nombre de sous-espa
es triviaux

dans l'a�aire, la relation pré
édente montre que la somme dire
te des sous-espa
es propres de f est égale à E :

don
 f est diagonalisable.

Exer
i
e de probabilités.

1. Si n ≥ N , alors Tn est à valeurs dans l'ensemble des entiers 
ompris entre 1 et n, et si n > N , alors

Tn est à valeurs dans l'ensemble des entiers 
ompris entre 1 et N (on aurait pu simplement dire que Tn est

à valeurs dans l'ensemble des entiers 
ompris entre 1 et min{n,N}). En e�et, Tn est par dé�nition à valeurs

entières positives (il s'agit d'un nombre de 
ases), il ne peut être nul 
ar n ≥ 1, don
 au moins une boule a été

lan
ée, don
 au moins une 
ase est o

upée. De plus, Tn ≤ n, puisque lors du lan
er de n boules, au plus n

ases sont o

upées, et Tn ≤ N , puisque le nombre total de 
ases est N . Ainsi, Tn prend des valeurs entières


omprises entre 1 et min{n,N}. Et toute telle valeur peut être prise : pour réaliser l'événement (Tn = k) où

1 ≤ k ≤ min{n,N}, il su�t que k boules aient été pla
ées dans des 
ases deux à deux distin
tes, et les n − k
autres boules dans la première de 
es 
ases.

2. D'après la question pré
édente, la variable T1 est à valeurs dans {1}, d'où sa loi :

P (T1 = 1) = 1,

et son espéran
e :

E(T1) = 1.

La variable T2 est à valeurs dans {1, 2}. Les événements (T2 = 1) et (T2 = 2) sont 
ontraires. De plus, si on

note Xi la variable aléatoire donnant le numéro de la 
ase dans laquelle tombe la i-ème boule, pour i ∈ {1, 2},
alors :

(T2 = 1) =
N
⋃

i=1

(X1 = i) ∩ (X2 = i).

Les événements de 
ette réunion sont deux à deux in
ompatibles, don
, par σ-additivité, puis indépendan
e des
lan
ers :

P (T2 = 1) =

N
∑

i=1

P (X1 = i ∩X2 = i)
indépendan
e

=

N
∑

i=1

P (X1 = i)P (X2 = i) =

N
∑

i=1

1

N2
=

1

N
,

d'où, par passage à l'événement 
ontraire, P (T2 = 2) = N−1
N

. On a ainsi déterminé la loi de T2, et son espéran
e :

E(T2) = P (T2) = 1 + 2P (T2 = 2) =
1

N
+

2(N − 1)

N
=

2N − 1

N
= 2− 1

N
.

3. Pour le 
al
ul de P (Tn = 1), on pro
ède 
omme à la question pré
édente dans le 
as n = 2. On note Xi

la variable aléatoire donnant le numéro de 
ase de la i-ème boule, on obtient l'égalité :

(Tn = 1) =

N
⋃

j=1

n
⋂

i=1

(Xi = j),

puis par σ-additivité, indépendan
e mutuelle des lan
ers, et la loi uniforme de 
haque lan
er :

P (Tn = 1) =

N
∑

j=1

n
∏

i=1

P (Xi = j) =

N
∑

j=1

n
∏

i=1

1

N
=

N
∑

j=1

1

Nn
=

1

Nn−1 .



On passe d'abord à l'événement (Tn = n). Il y a deux 
as : si n > N 
'est un événement impossible, d'où sa

probabilité P (Tn = n) = 0 ; si n ≤ N , on reformule l'expérien
e 
omme le 
hoix d'un n-uplet à valeurs dans

J1, NK, et l'hypothèse d'indépendan
e des lan
ers fait que tous 
es n-uplets sont obtenus équiprobablement. Or,

il y en a Nn
. L'événement (Tn = n) est réalisé si et seulement si le n-uplet obtenu est à valeurs deux à deux

distin
tes ; or le nombre de n-uplets à valeurs deux à deux distin
tes parmi N valeurs est

N !
(N−n)! . Ainsi, par

équiprobabilité :

P (Tn = n) =

{

0 si n > N
N !

(N−n)!Nn si n ≤ N


e qui est 
ohérent ave
 les résultats obtenus dans les 
as n = 1 et n = 2 aux questions pré
édentes.

Pour dé
rire l'événement (Tn = 2) (dans le 
as N ≥ 2, 
ar pour N = 1, il s'agit d'un événement impossible), on

envisage toutes les paires possibles de 
ases dans lesquelles toutes les boules pourraient tomber P = {(j1, j2) ∈
J1, NK2/j1 < j2}. Pour 
haque telle paire, on distingue le nombre n1 de boules tombant dans la 
ase j1 et le

nombre n2 de boules tombant dans la 
ase j2 qui doivent satisfaire n1+n2 = n (a�n que toutes les boules soient

bien tombées dans l'une de 
es deux 
ases), et 1 ≤ n1, 1 ≤ n2 (a�n qu'il y ait bien deux 
ases non vides, et pas

une seule). L'événement (Tn = 2) est alors la réunion :

(Tn = 2) =
⋃

(j1,j2)∈P

n−1
⋃

n1=1

Ej1,j2,n1
,

où Ej1,j2,n1
est l'événement � toutes les boules sont tombées dans l'une des deux 
ases j1 ou j2, dont n1 dans

la 
ase j1 �. La réunion ainsi formée est 
onstituée d'événements deux à deux in
ompatibles, d'où, toujours en

s'appuyant sur le modèle d'équiprobabilité dé
rit 
i-dessus (on note #E le 
ardinal d'un ensemble E) :

P (Tn = 2) =
∑

j1,j2∈P

n−1
∑

n1=1

#(Ej1,j2,n1
)

Nn

Dénombrons don
 l'événement Ej1,j2,n1
; 
'est-à-dire dénombrons les n-uplets à valeurs dans {j1, j2}2 dont n1


omposantes valent j1. Choisir un tel n-uplet revient à 
hoisir les n1 
omposantes valant j1 (les n− n1 autres

valant j2), il y en a don


(

n
n1

)

(
oe�
ient binomial � n1 parmi n �). Et don
 :

P (Tn = 2) =
∑

j1,j2∈P

n−1
∑

n1=1

(

n
n1

)

Nn

=
1

Nn

∑

(j1,j2)∈P

(2n − 2)

=
(2n − 2)#P

Nn

et puisque #P vaut

1
2N(N − 1) :

P (Tn = 2) =

{

0 si N = 1
(2n−1−1))(N−1)

Nn−1 si N ≥ 2

Là en
ore, 
'est 
ohérent ave
 le résultat de la question 2.

4. On �xe un entier k ≥ 1. On utilise la formule des probabilités totales pour l'événement (Tn+1 = k)
vis-à-vis du système 
omplet d'événements (Tn = j), j ∈ N (où Tn est vu 
omme le nombre de 
ases o

upées

à l'issue des n premiers lan
ers parmi les n+1 né
essaires pour l'expérien
e dé�nissant Tn+1). Dans 
e système


omplet d'événements, on a ajouté une in�nité d'événements impossibles pour simpli�er l'é
riture. On obtient :

P (Tn+1 = k) =

+∞
∑

j=0

P (Tn+1 = k ∩ Tn = j).

Or, au vu de la situation 
onsidérée, le n+ 1-ème lan
er tombe soit dans une 
ase déjà o

upée, et dans 
e 
as

Tn = Tn+1, soit dans une 
ase vide, et dans 
e 
as Tn+1 = Tn+1. En tout 
as, l'événement (Tn+1 = k)∩(Tn = j)
est impossible sauf éventuellement pour j ∈ {k − 1, k}, d'où :

P (Tn+1 = k) = P (Tn = k ∩ Tn+1 = k) + P (Tn = k − 1 ∩ Tn+1 = k).



En utilisant la dé�nition des probabilités 
onditionnelles :

P (Tn+1 = k) = P(Tn=k)(Tn+1 = k)× P (Tn = k) + P(Tn=k−1)(Tn+1 = k)× P (Tn = k − 1).

Les deux probabilités 
onditionnelles se 
al
ulent fa
ilement par équiprobabilité : sa
hant que (Tn = k), l'évé-
nement (Tn+1 = k) est réalisé si et seulement si la n+1-ème boule tombe dans l'une des k 
ases déjà o

upées,


e qui est de probabilité

k
N
; et de même, P(Tn=k−1)(Tn+1 = k) = N−k+1

N
. En substituant, on obtient bien :

P (Tn+1 = k) =
k

N
P (Tn = k) +

N − k + 1

N
P (Tn = k − 1).

5. a) Par dé�nition, Gn est la série entière Gn(t) =
∑

k≥0 P (Tn = k)tn. Puisque la variable Tn prend un

nombre �ni de valeurs, 
ette série entière est un polyn�me, don
 est dé�nie sur R.

b) On sait que E(Tn) = G′n(1).

) Soit x ∈ R. On multiplie la relation (⋆⋆) par xk

, et on somme pour k allant de 1 à l'in�ni les relations

obtenues (il s'agit en fait d'une somme �nie, toujours 
ar Tn et Tn+1 sont à valeurs dans des ensembles �nis).

On obtient :

Gn+1(x) =

+∞
∑

k=1

k

N
P (Tn = k)xk +

+∞
∑

k=1

N − (k − 1)

N
P (Tn = k − 1)xk.

Or, Gn(x) =
∑+∞

k=1 P (Tn = k)xk
, don
 par dérivation (d'un polyn�me, rappelons-le), G′n(x) =

∑+∞
k=1 kP (Tn =

k)xk−1
, et don
, en multipliant par x de part et d'autre :

xG′n(x) =

+∞
∑

k=1

kP (Tn = k)xk.

Un petit 
hangement d'indi
e dans l'expression de G′n(x) donne en
ore G
′
n(x) =

∑+∞
k=2(k−1)P (Tn = k−1)xk−2

,

d'où, en multipliant par x2
, et en remarquant que le terme manquant d'indi
e k = 1 est nul, l'événement (Tn = 0)

étant impossible :

x2G′n(x) =

+∞
∑

k=2

(k − 1)P (Tn = k − 1)xk =

+∞
∑

k=1

(k − 1)P (Tn = k − 1)xk.

Ainsi, par substitution dans l'expression de Gn+1(x) :

Gn+1(x) =
x

N
G′n(x) +

+∞
∑

k=1

P (Tn = k − 1)xk − x2

N
G′n(x) =

x− x2

N
G′n(x) + xGn(x).

On dérive la relation pré
édente, puis on l'évalue en x = 1 (sa
hant que pour toute série génératri
e d'une

variable aléatoire à valeurs dans N, G(1) = 1) :

G′n+1(x) =
x− x2

N
G′′n(x) +

1− 2x

N
G′n(x) + xG′n(x) +Gn(x),

puis :

E(Tn+1) = − 1

N
E(Tn) + E(Tn) + 1 =

(

1− 1

N

)

E(Tn) + 1.

On pro
ède ensuite par ré
urren
e sur n pour montrer E(Tn) = N
(

1−
(

1− 1
N

)n)

. Au rang n = 1, il s'agit
de la relation E(T1) = 1 obtenue à la question 2. Supposons l'expression de E(Tn) vraie à un 
ertain rang n.
Alors, au rang n+ 1 :

E(Tn+1) =

(

1− 1

N

)

E(Tn) + 1

HR
=

(

1− 1

N

)

N

(

1−
(

1− 1

N

)n)

+ 1

= (N − 1)− (N − 1)n+1

Nn
+ 1

= N −N
(N − 1)n+1

Nn+1

= N

(

1−
(

1− 1

N

)n+1
)

.



D'après le prin
ipe de ré
urren
e, on a bien obtenu l'expression attendue pour tout n ∈ N
∗
(et 
'est 
ohérent

ave
 le résultat de la question 2 pour n = 2).

6. a) Par dé�nition, Yk est le nombre des Xi valant k.
b) Pour étudier la loi de Yk, on 
onsidère 
haque lan
er de boule 
omme une épreuve de Bernoulli, un su

ès

étant l'obtention de la 
ase k et un é
he
 toute autre issue. Ces épreuves sont mutuellement indépendantes

(indépendan
e des lan
ers), et de même paramètre

1
N

(équiprobabilité des 
ases pour 
haque lan
er). Ainsi, Yk


ompte le nombre de su

ès dans la répétition de n épreuves de Bernoulli mutuellement indépendantes et de

même paramètre, don
 suit la loi binomiale de paramètres (n, 1
N
). Par dé�nition de Zk, (Zk = 0) est égal à

l'événement (Yk = 0) :

P (Zk = 0) = P (Yk = 0) =

(

1− 1

N

)n

,

et l'événement (Zk = 1) est l'événement 
ontraire, don
 :

P (Zk = 1) = 1−
(

1− 1

N

)n

.


) Les variables (Zk)k ne sont pas mutuellement indépendantes : l'événement

⋂N

k=1(Zk = 0) est impossible

(toutes les 
ases ne peuvent pas être vides, une boule au moins ayant été lan
ée), don
 de probabilité nulle,

tandis que le produit des probabilités

∏N

k=1 P (Zk = 0) n'est pas nul en tant que produit de réels non nuls.

d) Par dé�nition, Tn =
∑N

k=1 Zk, d'où, par linéarité de l'espéran
e :

E(Tn) =

N
∑

k=1

E(Zk).

Puisque 
haque Zk suit une loi de Bernoulli, E(Zk) = P (Zk = 1), et par substitution, on obtient :

E(Tn) = N

(

1−
(

1− 1

N

)n)

,


omme pré
édemment.


