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Dans une partie O,
la suite, dont on ne demance var la ddéacastration.

La partie I1 pevt £+re iraicie en admetrant

Vi

La partie ILil uo

U
GENERALITES
0.}. Les notations N, §, R,

le corps des nowbres vavion

réels strictement positifs.

Une suite dans un enseable T

Si A et B sont des pavuies

mentaire de A dans .

G.4. Un ensemble A esb g1i

injection (resp. un=z
et toute partie de @
0.5.

Soit I un intervalle boro? unon vide de R,

o)
[?)
A

de bornss o, 8

(longueur de I) lo yvdei £ = o

0.6. Si A est une partie “doiR,o- dp la distance sur & J&finie
2y
{pour % dans A} et 3. ls topoingie de l'espace mitrigue (A, d
» A ¥ o &
Si 5 est un segment de R, o appeiie intervalle « zode
]
inclus dans $, et cuvert pour T,. Par exemple fUt'gf

Dans les parties

continues du segment

0.8, Pour une suite neeou

(i) la série de terume
(i1) Pour toute bijent:

convergente.

+ @ v X
$'i1 en est ainsi, on o Jde plus b u,oo= i u
S
n o= 0o I v
Soient A un ensemble dénowmbrable, et (x ) . une fawilis
o’ €A

On dit que la série (x } t
que 44 s { o GEA

est

rEautiats des

par 2

3 »

absolument convergente {expression & prendre en bloc) si

sembles des notations, =t divers résultats utiles par

de la partie L.

parties I et II.

sptiars naturels,

zmble des nombres

). On note & (1)

= [x-y|
A>'

tout intervalle de R,

[ szt un intervalle « ouvert de [0, 1]».

des applications

suivants @

est absolument

da nomhres réels indexée par A.
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A est fint ;

A est strictement dénombrable, et il existe une bijection g de [N sur A telle que la série

de terme général x o (u) solt absolument convergente. (Alors, pour toute bijection t de N
sur A, la série de terme général x est absolument convergente, et 1'on a :
. T (n)
+ o +
‘“ X = I X ).
o(n T(n
L, Tem TZ o T

it e est ainsi, le réel 2 x est défini
GagA '
- de fagon usuelle si A est fini ;

o
- par :

X n)? si A est strictement dénombrable, et si ¢ est une bijection de IN sur
n

o~ o+

0 admet enfin le résultat suivant (avec les mémes notations) :

St la série (xq) €A 2 aEn

formant vne partition de A, avec A dénombrable, alors :

est absolument convergente, si (A es3t une famille de parties de

~ pour tout A dans A, la série (Xa) est absolument convergente.

a&AK
- la série (T x ) , est absolument convergente.
a A€AN
af€ A
A
~ on a L'égalite : L x, = i ( X, ).
€A AEA GGAA

PARTIE I

Dans cette partie, on fixe des réels a, b tels que : a < b, on note S le segment

{a,bl, et?fs l'ensemble des intervalles « ouverts de S » (cf. 0.6.).

I.1. (a) Soient w une partie de $, ouverte pour T

g et x un élément de w.

Montrer qu'il existe un élément de’S , qui contient {x} et qui est inclus dans w.

S
On note I (x) la réunion de tous les intervalles &léments de?fp, qui contiennent
{x}, et qui sont inclus dans w.

Montrer que Iw {x) est encore un tel intervalle.

(b) Soient w, @ des parties de S, ouvertes pour T., telles que : » < I, et x un élément

S,.
de w. Montrer : Iw (x) < IQ (x), et donc : g {Iw (x)) <4 (Ip (x)).

(c) Soient : n# w une suite de parties de 5, ouvertes pour TS’ telle que : (¥ n€M)
(mn c~wn+1) ; wo= L J W {de sorte que w est ouvert pour T.] ; x un élément de w.
' n€&M

On note a«, B (a & #) les bornes de Iw (x).

Moutrer qu'il existe un entier p tel que : la, 8]l \v) Iw (%), et
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en déduire : 1im 2 CIw (%)) = 2 (I. (x)).
nyp;n->+o n w

(d) On se propose de démontrer qgue, Si w est une partie de S, ouverte pour T,, w s'écrit

S’
comne union dénombrable d'intervalles <« ouverts de S» deux 3§ deux disjoints.
Soient %, y des é&léments de w tels que : Iw (x> N %u (y) # ¢. Montrer 1'égalité :

lm(x) = lm(y) .

n introdult la relation binaire jQ sur w définie par : umﬁ'vézxé I (u) = Iu(v).
w ;
Montrer que.;l est une relation d'équivalence. On note : A = Au 1'¢nsemble quotient

R

] et s ta surjection canonigque de w sur A.

. . . . . W
Montrer qu'il existe (et de fagon unigue) une application J de A dans 25

= I (x)). ln déduire : w = L_J J*
w . o
GGAL'

Montrer que A est déucmbrable [On pourra exhiber une injection de A dans Q], et

. W
g ¢ o - Ja

telle que : (¥ x €u) (Js(x)

conclure.

I1.2. (a) Soit w une partie de §, ouverte pour T,. Oun conserve les notations de I.1 (d).

_ . W, |
Montrer que la série (¢ (J V) est absolument convergente, et que : I 2 (J:)fib'
(93

nEA
)

On pose alors : u (v) = ¥ (Jm). Montrer : u {(w) = § (w), si w est un intervalle
uEAw

« €A
w

<« ouvert de S>>,

(b) Soient «, i des parties de S, ouvertes pour T,, telles que : w¢ Q. Montrer :

S
po(u)<u (@),

I.3. On admet le résultat suivant

Si w), wp sont des parties de §, ouvertes pour TS’ on a : p (wp YV ez)su (wid+ u (wy).

e

{a) Soient n® w_ une suite de parties de S, ouvertes pour Tas

telle que

(¥ n€Em) (wn c wn+_) ; W= kj W Montrer : u {w) = lim J4 (wn).
i TLEN n->+o©

(b) Soient n = Qn une suite de parties de S, ouvertes pour IS’ e 10 = Lj Qn.
n€MN
On suppose la série de terme général u (Qn) convergente. Montrer

4 w
< (n .
v () < Eoow R

1.4. (a) Soient U, V des parties de S, ouvertes pour T_,telles que V< U, et € un &lément

de Rﬁ. Montrer qu'il existe une partie W de S, ouverte pour TS’ telle que :

(i) vUW=1U (i) w (W) «u(U) - u (V) + €.

(b) Soit nw w  une suite de parties de S, ouvertes pour T telle que

S’

(¥ n €N) (w C w)

n+! n



et que @ (r"\ w_ = ¢. Montrer : lim u (wn) = Q.
n€EMWN n n+ e

[En raisonnant par 1'absurde, on sera amené & utiliser I.2. (b), I.3, et I.4. (a)].

PARTIE II
S désigne ici le segment [0,1] de R. On considére une suite : ne fn dans
E=0 ([0,1] , R), un élément f de E tels que :

(1) ¥ x € [0,1]) (£ () = Lin £ ()

Soient n, m des entiers positifs, € un @lément delRi . On note :

A 1'ensemble {x€[0,1] | le (x) -~ £ (x) | > e},
n,€ ' n
B 1'ensemble Lj A
m, € N, €
n>m
Ce l'ensemble 0 B
pe\—N Pyt

II.1. !(a) Montrer que les ensembles An . et Bm c définis ci-dessus sont des parties de §,
’ b

ouvertes pour TS.

(b) Montrer : Ce = ¢, ainsi que : lim L (Bm E) = 0 {Utiliser I.4.(b)].
m— + ’

"En déduire le résultat suivant :
Quels que soient les réels strictement positifs € et B, il existe un entier nature

tel que 1'on ait : u (B )y <€ B et :

0,8
(¥x €s-B ) (¥n €m) (n2m =E-f (0 | < o).
0, €
On pourra noter m (e, B) un tel enticr naturel m .

. 1w . . . . et o}
I1I.2. On considére un réel strictement positif a. Pour n entler, on pose : €y = A
. U
Br = 0, 2 3 Y, = W, (en Bq) ; Dn = B ¢ » et aussi: Ea = Dn'
) * Tos fa neN

Montrer qu'il existe un compact Ka de S = [C,1] qui vérifie :

(i) v (S-Ka) s a

(ii) (¥ €M) (J NEW)(¥n €N ) (Fx e S)(n 2 Net x éKazg)if(x)—fn(x) le 1 ).

PARTIE IIX
S désigne toujours le segment [0,1] de R.

I11I.]1. Soient w une partie de S, ouverie pour TS’ et g un &lément de E.
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II11.2.

(a) On reprend les notations ds L.i.{d}. 5i ¢ &
On pose :
. N PR . AN I G
i (@) = G si J est vide ; o {x) { g
g : g J
c, 4 {(c & d).
Montrer que la série (i, {a))
< feX Y
» 8]
On pose alo:cs : / Bl dx 1 i
0 afh
Démontrer l'inégalite : | j( plny ox t < u
(b) On pose par définition : | g 1%}
5 o
Démontrer l'inégalite = | g{x) dx | g
p
Seeig

On consid&re une suite n > f} dans E, un &lément £
1L

de la deuxiéme partie, ainsi qu=e

{(2) Il existe un réel positif M

Montrer les égalités ilm J
o ) N 4 w Y
1 N
lim fn(x} ax = L f{n

n-+ + « [}

[Utiliser II1.l.(b) et 1I.2.].

tel que :

1
i, N o
,Lnxn) fix)
o)
\J o
<
o

N . W
X) 2x =3 3 Jo

W .
A, Ja est un intervalle < ouvert de
&

est non vide, de bornes

cst absolument comvergente.

glt) .
’{Vg (x} dx.
"

( zup E g(t) i),
t ES-w

de E vérifiant 1'hypothése (1)



