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- A e s t  f i n i  ; 

- (1 e s t  s t r i c t e m e n t  d&nombraDle, e t  i l  e x i s t e  une b i j e c t i o n  u de [is' s u r  A t e l l e  que l a  sé r ie  

de terme g6n6ral x s o i t  absolument convergente .  (A lo r s ,  pour  t o u t e  b i j e c t i o n  T de  M 

b u r  A ,  l a  s é r i e  de terme g6n@ral  x e s t  absoluruent convergente ,  e t  l ' o n  a : 
+ m  - r n  T (n> 

a (11) 

( ' , l  e i i  e s t  a i n s i ,  l e  rGeL L x e s t  d é f i n i  : 

- de t açon  u s u e l l e  si A e s t  f i n i  ; 

- par  : L x 

(J: adnit:t cr!fin IL. r G s u l t o t  sui V ~ I L ~  (avec l es  mêmes nota t ion . )  : 

si la s 6 r i e  (x,) crE* es t  absolument convergente ,  s i  ( A  > 
tor i l i lnt  l'rie p a r t i t i o n  de A ,  avec. A dénombrable,  a l o r s  : 

- pour t o u t  h dans A ,  l a  sCrif> ( x u )  

- l a  s é r i p  ( c 

trFi: " 

+ m  

s i  A e s t  s t r i c t c m e n t  dénon--rable,  e t  s i  (i e s t  une b i j e c t i o n  - 2 f N  sur  
0 ( I l )  ' n = o  

I___. 

~ . i c  une f a m i l l e  de p a r t i e s  de x ACA 

e s t  absolument convergente .  
a & - A *  

es t  absolument convergence.  
xcl ) A€:\ 

Ah 

-- o n  '2 L'Ggalit t l  : C x -1 1: ( L xa ) .  a Aen aCAA 
C€A 

FARTIE 1 --_. 

Dans c e t t e  p a r t i e ,  on fixe cles r é e l s  a ,  b t e l s   JE : a 13, on no te  S l e  segment 

[ a , b ] ,  e t 7  l ' ensemble  d e s  i n t e r v a l l e s  Q; o u v e r t s  de  S >> ( c f .  0 . 6 . ) .  S 

1 . 1 .  (a) Soien t  (r) une p a r t i e  de S ,  o u v e r t e  p o u r  T e t  x un El6ment d e  ii). S '  
Montrer qu'il e x i s t e  un 61Brnzct d e 3  

On n o t e  1 

{ X I ,  e t  q u i  s o n t  i n c l u s  dans  w .  

Montrer que 1 (x) e s t  encore  un te1 i n t e r v a l l e .  

, qui c o n t i e n t  {x) e t  qu i  e s t  i n c l u s  dans w. S 
(x)  l a  r éun ion  d e  tous  l es  i n t e r v a l l e s  éléments d e y s ,  qui con t i ennen t  w 

w 

(b) So ien t  (i), fi de s  par t - ies  de  S ,  o u v e r t e s  pour TSr t e l l e s  q u e  : LJ C i c ,  e t  x un Clément 

d e  W .  Montrer : Iu (x) C 1, (x), e t  donc : k: <I (x)j 4P. ( T C  (x)). 
r *  w 

( c )  R o i e n t  : n r +  w une s u i t e  d e  p a r t i e s  de S ,  o u v e r t e s  poLr TS,  t e l l e  que : (Tf  ne,) 
n 

O [de  s o r t e  que (*! c s t  ouver t  p w r  T 1 ; x un él6ment de  w .  s (II! c O ) ; O = (-J 

On no te  Q ,  [3 ( a  6 p) IFS bornes  de 1 ( x ) .  

II n+ i 
n&ih 

w 

Fioutrer q u ' i l  e x i s t e  un c n t i c r  p t e l  que  : la, P [  c L) Iu ( x ) ,  e t  
n C N ;  n > f p  n 

. . /  
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( d )  On s e  propose  de dOniontrer que ,  s i  w est  une p a r t i e  d e  S ,  ouver t e  pour TS, w s ‘ é c r i t  

comme union  dénombrable d ’ i n t e r v a l l e s  -x o u v e r t s  de S>> deux 5 deux d i s j o i n t s .  

So ien t  x, y des  él6nwr:ts de  w t e l s  que : Iu (x) r\ Iu i y j  # I d .  Montrer l ’ é g a l i t é  : 

I w W  = Iw(y)  * 

Montrer q u e 3 2  es t  Lnie r e l a t i o n  d ’équ iva lcnce .  on n o t e  : A -- A 

O n  i n t roc lu i t  l a  re l . i ? i r ,n  bincl i re  2 s u r  (0 d é f i n i e  pal- : u Q v w  I (u l  = x p >  - 
0 

l ’ensemble  q u o t i e n t  
L) 31 , e t  s l a  su r j ec t i c rn  canonique d e  w sur A .  

w 
a ? J s :  a + J  Montrer q u ‘ i l  existc, !et de FaGon unique)  une. a p p l i c a t i o n  J d e  A dans  

t e l i e  que : (V x fU.) i .~‘~ 

w 

= ~ ~ ( x ) ) .  k;n d é d u i r e  : w = (J .I: . 
U € A  

s (XI 
Lu 

Montrer que A e s t  dCiic;nbrab?e !On pourra  exh ibe r  une i n j e c t i o n  d e  A dans QI, e t  

c o n c l u r e .  

1 . 2 .  ( a )  S o i t  w une p a r t i e  (13 S ,  < l u v e r t e  p u r  T On consenve l e s  notat-ions d e  1 . 1  ( d ) .  s’ 
Montrer  que l a  s é r i r  { E (Jw) j e s t  absolument convergente ,  e t  que : C 2 ( J W ) , < b -  

2 u E A  CI 
w 

1.3.  On adne t  le r é s u l t a t  suj-vant  : 

S i  w l ,  w 2  s o n t  d e s  p a r t i e s  de  S, o u v e r t e s  pour T s, 011 a : II (ml U b 2 j  1; ( 0 ~ 1 )  + ,, (w2) .  

(a) Soien t  n t+ w une s u i t e  d e  p a r t i e s  de S, o u v e r t e s  pour ?‘ t e l l e  que : n S’ 

( b j  So ien t  n *  fin une s u i t e  d e  p a r t i e s  de  S, ouvertes pour Is, e.tl : R = [) f in .  
n€rn 

On supposc l a  sér i .e  di: Lermc ggné ra l  (Q ) convergente .  Montrer : n 

1 . 4 .  (a) Soien t  U, V des  p a r t i e s  de  S ,  o u v e r t e s  pour T t e l l e s  que V C U ,  e t  E un élément S ’  
de R:. Montrer q u ’ i l  e x i s t e  u ~ t !  p a r t i e  W de  S, o u v e r t e  pour T 

Cij VUW = U ( i i )  u (wj  m ( U )  - p ( V )  + E. 

t e l l e  que : S’ 

(b) S o i t  n!-+ w une sui . tc  d e  p a r t i e s  de  S, o u v e r t e s  pour T t e l l e  que : n S’ 
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et que : (? un = 4 .  Montrer : lim P (Un) = 0. 

[En raisonnant par l'abscrde, on sera amené 2 utiliser 1.2. (b), 1.3, et 1.4. (a)]. 

n-t + w n E N  

--- PARTIE II 

S désigne ici le segment [ O , l ]  de IR. On considère une suite : n n  f dans n 
E = ([O, 11 , IR), un élément € de E tels que : 

( 1 )  (V x c [ O , l I >  (f i x>  = &TW fn (x>> 

Soient n, m des entiers positifs, E un élément deIR: . On note : 
A l'ensemble {XE.[O,I~ 1 I f  ( x )  - fn (x> 1 > € 1 .  
n,E 

n , E 
B l'ensemble u A 

C E  l'ensemble 
n 3 m m, E 

fi IJP,E p6frJ 

Montrer que les ensembles A et B définis ci-dessus sont des parties de S, 
n,E Ili, 13 

S' ouvertes pour T 

Montrer : C E  = 4 ,  ainsi que : lim i. (Bm,c) = O [Utiliser I . 4 . ( b ) ] .  
m+ +a 

En déduire le résultat: suivant : 

Quels que soient les rgels strictement positifs E et B ,  il existe un entier nature 
tel que l'on ait : 1-1 (Bm ) c B et : 

O $ €  

( V X  E S  - B m 1 (v  n C: N) (n t mo __d 1 f(x)-f,(x) 1 6 €1. 
0, E 

On pourra noter mo ( E ,  6) un tel entier naturel m + 
O 

.,.-n. 11.2. On considère un réel strictenent positif a. Pour n entier, on pose : E = - ,  n 

Montrer qu'il existe un compact K 

( i )  1.1 (S'Ka) 6 a 

de S = [Cl,!] qui vgrifie : a 

PARTIE III 

S designe toujours le segment [O, 11 de IR.. 

111.1. Soient w une partie de S, ouverte pour T et g un elgrnent de E, S' 
* .  



c ,  d (c ..y d ) .  

[Utiliser IIl7I.(b) e t  lr.2.7. 

C 
' 3 .  


