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concours externe 
de recrutement de professeurs certifies 

première composition de mathématiques 

L'usage d'instruments de calcul, en particulier d'une calculatrice 6lectronique de poche 
- Bvontuellement programmable et alphanumérique - 6 fonctionnement autonome, non 
imprimante, est autorise conformément 6 la circulaire no 86-228 du 28 juillet 1986. 

La yiiulité de la rédoctiori, la clurté et lu prkcisiotr cles ruisotiriements intervieticiront pour iine port 
importiitite cluru. 1 'appréciution des copies. Les r2siiltcits iridiqités clrrtis 1 'énoticé peiiwnt être iitilisb pcir 
les ccrtididutls pour lr sirite dit problkme. 

Lesyurks A, B et C sotit iticiiperilltitiles. 

Notations et objectifs du Probleme 

On designe par IN l'ensemble des entiers naturels et par IR, l'ensemble des nombres 
rkels positifs ou nuls.Soit n un entier supkrieur ou egal B un, on dit qu'une fonction delle f 
definie sur un intervalle 1 = (a,b) de IR est de classe C" sur 1 si f est n fois continûment 
dCrivable sur 1 et on note 6") la dkrivee d'ordre m de f avec O s m  s n et les conventions 
usuelles $O)= f, rCl)=r' et rC2)= f" . 

On designe par Na,l ( f )  et N2 1 ( f )  les nombres (lorsqu'ils ont un sens): 

Le problkme est centre sur les estimations des dkrivdes interm6diaires firn) B l'aide de f et 
fin) pour les normes N,,I et N2,1 et quelques applications.En particulier, la partie C etablit une 
condition suffisante (qui est aussi nkcessaire) sur les derivees @.il, pour une suite dentiers (kj ) 
strictement croissante, pour'qu'une fonction indefiniment derivable soit developpable en serie 
entihre au voisinage de chaque point d'un intervalle. 

A. Estimations de la ddriude prenÙ&-e d'une fonction de classe C2 

1. Estimation ponctuelle pour le cas des fonctions de classe C2 positives. 

Dans toute cette partie A.1, f designe une fonction positive de classe C2 sur IR et telle 
que f" soit bombe sur IR. 

I.1.Estimation =tue lle de f'. 
a.Montrer, en appliquant la formule de Taylor avec reste de Lagrange B la fonction f que, 
pour tout (X,A)E IR&: f(x) + A i(x> + 2 A2 N ~ , ~  (f") L O. 

b.En dkduire que, pour tout reel x: 

A SUI= 
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I.2.Application: On pose g = 3. 
a.Montrer que g est continue sur IR et dkrivable en tout point x où f(x)zO. 
b.Soit xo un del  tel que f(x0) = O. 

1.Déduire de (1) que f'(%) = O. 
2.Montrer que fl(xo) 2 O.@n étudiant les variations de f au voisinage de XO, on 
remarquera que si il(%) etait strictement negatif, f prendrait des valeurs strictement 
nCgatives) 

3.Monuer que, pour tout reel x, x#xo, il existe un reel c, compris entre xo et x tel que 

En deduire que si fll(xo) > O, g n'est pas derivable en ~ 0 .  

f (x)  = - 1 (X-X0)2 il(c). 
2 

c.Soit xo un del tel que f(%) = fl(x0) = f"(x0) =O et soit r un rkel strictement positif.On 
note 1, l'intervalle [ Q-r,xo+r 1, 12 l'intervalle [ x0-2r,x0+2r ] et Mr(f ) = N,,12,(f ).On 

suppost: que ~ , ( f l l )  # O. 

II 

1.Montrer que, pour tout x appartenant Ir 1, * 1 i(x) 1 s r.M,(ftl). 
2.Soit x un Clément de I,.Montrer que, si 2Mr(f't).f(~) < [<(x)]*, le trinôme en A, 

7 ( A )  = f(x) + A {(x) + 7 Mr(i'), admettrait deux racines distinctes A ,et A telles que 

p = 2' h ,+A 2) appartienne Ir l'intervalle [-r, r] et que f(x+p) s 7Gc> < O. 

En deduire que, pour tout x appartenant Ir Ir ,  1 i(x) 1 s d-) . 

A2 

1 

d.D&uire des questions prkcbdentes que, si f est une fonction positive de classe C2 sur 
IR telle que f" s'annule en tous les dros de f (s'il en existe), alors g = f ies t  de classe C1 
sur IR. 

ILEslimalion en norme uniforme sur  la demi-droite R,. 
II.1.Soit 1 un intekalle ferme borne de IR+, de longueur 2r, avec r > O, et soit f une 
fonction r&lle de classe C2 sur 1 . 
A l'aide de la formule de Taylor avec reste de Lagrange, appliquCe Ir la fonction f en l'un des 
deux couples (x,x+r) ou.(x,x-r), montrer que, pour tout Clbment x de 1, 

1 f'(X) 1 S 3 N,,l(f) + N,,](fl'). 

En dtkluire que: 
' 2  (2) N,,l(f) ; N,,I(f) + ; N,,I(fl'). 

II.Z.-n 1 : Soit f une fonction rkelle de classe C2 sur IR+; on suppose que f et fl' 
sont borndes sur IR,. 

a.Deduire de la question prt?c&ente que ftest born6e sur IK+ et que, pour tout r >O, 
1 2  

(3) Noo,R,(f) TNa,R,(f) + iNoo,R,(ftl). 

b.En minimisant le second membre de (3) par rapport Ir r > O, montrer que: 

(4) N,,R,(ft) 2 qNoc,Rt(f).Noo,R+(fI) * 

Tournez la page S.V.P. 
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11.3.Ap~l ication 2: Soient a et b deux fonctions delles sur R+, bomtes respectivement par 
A et B sur lR+.On considi% I'Quation diffkrentielle: 

(E) 
a.En utilisant (2), montrer que si f est une solution de classe C2 sur IR+ de (E), pour tout 
réel r > O et tout intervalle 1 de longueur 2r contenu dans IR+, on a: 

. y"(x) + a(x) i ( x )  + b(x) y(x) = O, XE W+. 

r 2 r  
(1- 5 A) Nm,*(i) '; + 5 B) NW,&O. 

b.En dkduire que si f est une solution bornke de classe C2 sur IR+ de (E), alors f' et fl' 
sont aussi borndes sw IR+. 

B. Estimation optimale en norme quadratique de la ddrivde d'une 
fonction de classe C2sur la demi-droite R+ 

9.Prklirninaires. 
i 

1.1 Soient f et g deux fonctions rtelles continues sur R+ telles que les inttgrales 

+Ca 7 [f(t)12dt et j [g(t)I2dt soient convergentes.Montrer, 21 l'aide de I'inCgalitC de Cauchy- 
O O 

Schwarz, que l'intt5grdle j f(t)g(t)dt est absolument convergente. 

1.2.Soit f une fonction rdelle, continue sur IR+, et ayant une limite Q (finie ou non) quand x 

tend vers +w.Montrer que, si l'inttgrile 1 f(t)dt est convergente, alors 4 = O. 

1.3.Dt5terminer toutes les fonctions rdelles de classe C2 sur w+ vtrifiimt: 

+O0 

O 

+O0 

O 

i'+fl+f = O sur IR+, 
f(O)+fl(O) = o. 

+Q1 +O0 

I 
Pour une telle fonction, Ctudier la convergence des intdgrales j [f(t)]*dt et [fl'(t)12dt. 

O O 

ILEstimation en norme quadratique de la dCriv6e d'une fonction de classe 
C*sur IR,. 

Soit f une fonction de classe C2 sur IR, telle que les intdgrales [f(t)I2dt et 
+O0 O 
j [fl1(t)I2dt soient convergentes. 
O 

+O0 

II.1.Montrer que l'intdgrale 1 f(t) f(t) dt est convergente. 
O 

II.2.Montrer que, pour tous x, X et Y appartenant B IR+: 
X X 

(5  [i(t)12dt = f(x) {(x) - f(0) { ( O )  f(t)fl'(t) dt ; - d  
A SUIVRE 
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+O0 

II.3.Montrer que l'intégrale j [f@(t)12dt est convergente.(Pour cela, on montrera, en 

utilisant ( 5 )  et (6) ,  que si cette intkgrale était divergente, on aurait alors 
O 

lim [f(x) i(x)] = +m, et par suite lim [f(x)12 = +oo) 
x+ +w x- t w  

11.4.DCduire de ce qui prCc2de que: 

(i) les intégrales j f(t) {(t) dt et 

(ii) lim [f(x) f'(x)l= lim [f(x)l' = 

II.5.Montrer que, pour tout t appartenant à IR+: 

En duuire que: 

+W +W 

{(t) f@'(t) dt sont convergentes; 
O O 

lim [f'(x)12 = O. 
x-+ tm x-4 t w  x-+tw 

[f(t) + i ( t )  + i'(t)]2- ([f(t)12 + [f"(t)]2 - [i(t)l2) = ([f + fy)'(t). 

+W +Q) 7 [f(t)12dt + 7 [f'(t)12dt - J [f(t)12dt = [f(O) + i(0) l2 + J [f(t) + fl(t) + t'(t)]*dt, 
O O O O 

Cl que: 
(7) 
IJ.6.En considkrant, pour tout nombre réel h strictement positif, les fonctions f A  définies 
par fA(x) = f i f ( A x ) ,  dkduirc dc (7) que: 

1N2,a,(f')12i [ N ~ , R  ,(QI2 + l N 2 , ~  ,(i')12. 

1 
"R,(f')l2S lN2,R+(f)I2 + A21N2,R+(F")I2 * 

En dauire que: 
(8) 

JI.7. Dtiduire de B.I.3 que (8) est optimale pour les fonctions de classe C2 sur R+. 
N 2 p  ,(il i l/ 2 N ~ , R  + ( f ) . M 2 , ~ + ( f " )  - 

C. Estimation en norme quadratique des dtrivdes internddiaires d'une 
fonction de classe C", n L 2 

Dans toute la suite du problème, 1 et J désignent respectivement les intervalles 

On rappelle, pour une fonction réelle u de classe C" sur J, la formule de Taylor avec 
1 = [-1, +1] et J = [-2, +2] et, pour toute fonction u: J -+ IR, on note ii sa restriction à 1. 

reste intégral: pour tous x et y appartenant à J, 
Y 1 (y-t)"-'u(")(t) dt. 1 n- 1 

(k) 

X 
'(y) = k! LI 

k=O 
1.Préliminaires. 

1.1.Estimation de nn. 
En utilisant le développement en série entière de la fonction exponentielle x 
que, pour tout entier n ;r 1: nn I; n! en. 

ex, montrer 

Tournez la page S.V.P. 
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I.2.Com-portement local d'un oDCrateur intCmA. 
Soient g et h deux fonctions continues réelles sur l'intervalle J et soit p un entier positif ou 

nul.On ddsignc par u la fonction définie sur J par u(x) = 1 (x-t)P g(t) h(t) dt . 

En utilisant notamment I'inCgalitC de Cauchy-Schwarz, montrer que, pour tout nombre riel 

X 

- 2  

x appartenant B J: 

N2,J(6) N~,J(l l ) -  

3P+l En dkduire que: 
N2,I (9 s 2p+l N2,J(g) Nw,J(~)* 

1I.Construction d'une suite de fonctions du type de Mandelbrojt. 
Soit Y une fonction delle, positive, de classe COo sur IR, nulle en dehors de l'intervalle 

+m 

[-i,;]ettelleque r Y ( t ) d t = l .  
-W 

Soit n un entier supdtieur ou Cgal B 2.0n considkre la fonction Y,, dCfinie sur IR par 
Yn(x) = nY(nx); il est iinmCdiat que Y,, est positive, de classe COo, nulle en dcliors de 

1 1  l'intervalle [- s, z;;] et vdrifie: Yn(t) dt = 1. 
+O0 

--O0 

On considkre la suite de fonctions ((Pr)lgr *,, ddfinies sur IR par: 

II.l.Montrer, par rdcurrence sur r, que chaque (Pr, 11 r I n, est une fonction positive et de 
classe Co0 sur IR. 
II.2.Etant donnd un entier r, avec 1s  r s n, et un entier s, avec O I s I r, montrer, par 
rdcurrence sur r, que: 

avec Cl= 

Nw,R((Pr (S)) s (nC1)S 

1 Y'(t) 1 dt et, par convention, (nC1)* = 1. 
+O0 

-W 

II.3.Montrer que chaque cpr, 1s r I n, est nulle en dehors de l'intervalle [- - 3 - L, + $1 2 2n 2 
3 3 r  
2 2n ' 2  2n et égale à 1 sur l'intervalle [- - + - - - 1. . 

1II.Estimation des derivées intermédiaires d'une fonction de classe Cn. 

fonction q,, construite dans la partie précddente C.11. 
Soient n un entier supkrieur ou Cgal à 2 et m un entier avec O I m s n-1; on note cp la 

Soit f une fonction rCelle de classe Cn sur J. 
Pour chaque entier k tel que O I k s n, on note Fk la fonction dCfinie sur J par: 

X 

III. 1 .Maioratio n de N2,I ('T'"') BU moyen des N2,I @k). 
a.Montrer que, pour tout x appartenant A 1, flm)(x) = (cpf)(*")(x). 

A SUI- 
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(cpfSrn)(x) = (n-m- l)! (x-t)n-m-l (Vf)(")(t) d t. -i b.Montrer que, pour tout x appartenant ii J: 

c.En dtsignant par (L) le coefficient binomial k! (n-k)! , dCduire de C.III.la et 
n! 

111.2.- N2,l @n).Montrer, en utilisant C.I.2 que: 

n-1 
1 1 1 . 3 . ~  c (F) N2,I @k). 

k=O 

a.Etant donnt un entier k, avec O s k s n-1, et un rCel x de 1, montrer, ii l'aide de C.II.3 

En ddduire que: F ~ ( ~ )  = (- 1 )k (n-m-t- l)! (x-t)n-m-e-1cp(n-4)(t) f(t) dt 
e= o 

où q = Min (k,n-m-l), puis, l'aide de C.11.2 que: 

b.En observant que (i) s 2" et en utilisant C.1.1, montrer que: nn 4 (2e)" ni! (n-m)!. 

1 

positive, indtpendante de 11, m et f telle que: 

En dauire, compte tenu de (1 1) et de I'inCgalitC n' S 8 pour O 5 4 5 n, qu'il existe une 

constante 

III.4.DCduire des inCgalitts (9), (10) et (12), qu'il existe une constante C3 positive, 
indtpendante de n, m et f telle que: 

1 1 
(13) N2,I (T(m)) 5 C3" [N2,J (9 -k 2 N2,J (@')1* 

1V.Application. 

d'entiers telle que la suite (F ), 1 soit bornCe. 

Soit f une fonction delle de classe Co0 sur J.Soit (kj)gN une suite strictement croissante 
k* 

j 
On suppose qu'il existe une constante C, strictement positive, pour laquelle, pour tout 

entier j: 
N ~ , J  (fik$) S Ckj+l.k,!. 

Dtduire de (13) qu'il existe une constante C', strictement positive, telle que, pour tout 
entier m: 
(On pourra considerer l'entier kj pour lequel kj < m < kj+l). 

N ~ , I  (7'")) 2 Clm+1.m!. 

En duuire que f est dCveloppable en &rie entibre au voisinage de chaque point intQieur de 1. 

FIN 


