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A. Questions préliminaires

1) Pour n = 2, la seule matrice de Ly est :

11
A:(1 1) donc wus =1

Pour n = 3, chaque d’une matrice de i3 contient un seul zéro dans chaque ligne et chaque colonne. Les matrices
de U3 sont donc données ci-dessous dans ’ordre suivant :

* Les matrices ayant un zéro dans la position (1,1) :

01 1 0 1 1
Ai=[1 1 0 et A;=|1 0 1
1 01 1 1
* Les matrices ayant un zéro dans la position (1,2) :
1 01 1 01
As=(1 1 0 et A4=|0 1 1
01 1 1 1 0
* Les matrices ayant un zéro dans la position (1,3) :
1 1 0 1 1 0
A5 = 1 0 1 et AG =10 1 1
011 1 01

Enfin, 43 contient exactement uz = 6 matrices.
Soit Xy le vecteur de R™ dont tous les coefficients sont égaux a 1 et J la matrice de M,,(R) dont tous les coefficients
sont égaux a 1.

2) Soit A € U,,. AX( est le vecteur de R™ dont la i-eme composante (i € [1,n]) est formée de la somme des
coefficients de la i-eéme ligne de A, c’est-a-dire 2. En d’autres termes, AXy = 2X( ou, encore, X est un vecteur
propre de A associé a la valeur propre 2.

On note H,, 'ensemble des éléments de I, comportant un 1 dans la position (1,1) et h,, son cardinal.

3) Commencons par remarquer que si ¢ et j sont deux indices distincts entre 1 et n et A un élément de il,,, alors
I’échange des lignes i et j ou des colonnes i et 7 donne comme résultat une nouvelle matrice de i,. Fixons
un couple (%, 7). L’ensemble des matrices de i, ayant un 1 dans la position (i,7) est en bijection avec H,, par
I’application qui a chaque matrice fait associer la matrice obtenue de celle-ci en échangeant les lignes 1 et 7 et
les colonnes 1 et j. Donc les matrices de i, ayant un 1 dans la position (¢, 7) sont en nombre de h,,. Par suite,

> A=hnJ

Aeid,

B. Etude du cardina de i,
4) Par la question 2), X, est un vecteur propre de A associé & la valeur propre 2, pour chaque A € il,,. Donc

hnXo = Y AXy (par3))
Aeid,
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D’un autre coté, Xy est un vecteur propre de J associé a la valeur propre n. Alors, nh, = 2u, ou encore
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On note K,, I’ensemble des éléments de H,, comportant un 1 dans la position (1,2) et un 1 dans la position (2,1) et
k,, son cardinal.
5) On note, pour (i, §) € [2,n], Hy,i,; Vensemble des éléments de H,, ayant un 1 dans la position (1, ) et un 1
dans la position (4,1). Remarquons que H, 2,2 = K,,. Considérons, pour (i,j) € [[2,n]]2, I’application

¢i,ji Hn,i,j — K,
A — Ai,j

ol A; ; est obtenue de A par échange des lignes 2 et ¢ et des colonnes 2 et j (lorsque ¢ = 2 ou j = 2, on ne fait
pas d’échange). Il n’est pas difficile de voir que ¢, ; est bijective et que

Hn = U Hn,i,j

(i.3)€[2,m]?
qui est une réunion disjointe de parties ayant méme cardinal que celui de /C,,. Donc

hy = card(H,) = card([2,n]?) x card(K,) = (n — 1)%k,

6) On écrit K, comme réunion disjointe des deux parties suivantes :

% ICp,1 ensemble des éléments de /), ayant un 1 dans la position (2, 2). Il est clair que l'application de Ky, 1
dans U,,_ qui, & chaque matrice A, on fait associer la matrice obtenue de celle-ci en supprimant les deux
premieres lignes et les deux premiéres colonnes est bijective. Donc card(/C,, 1) = card(i,—2) = Up_2.

% JCp, 2 I'ensemble des éléments de K,, ayant un 0 dans la position (2, 2). Dans ce cas, on considere I'application
de K,, 2 dans H,_1 qui, & chaque matrice A, on fait associer la matrice obtenue de celle-ci en remplacant
le 0 de la position (2,2) par 1 puis en supprimant la premiére ligne et la premiere colonne. Il s’agit bien
d’une application et que celle-ci est bijective. Alors, card(K,, 2) = card(Hp—1) = hn_1.

Par suite, k,, = card(K,,) = card(i,,—2) + card(H,—1) = Upn—2 + hpn—1.

U
On pose w,, = —ng pour tout n € N.

(n!)

7) Soit n € N. Lorsque n > 4, on a :

Up = ghn (par 4))
- g(n —1)%ky  (par 5))
n(n —1)>2 n-—
= %un_g +n(n—1) lhn—l (par 6))
n(n —1)2
— %un_g +n(n—1u,—1  (par 4))

et, a 'aide des conventions ug = 1 et u; = 0, cette relation est encore vraie pour n = 2 ou n = 3. Maintenant,
pourn = 2, ona:

W, -

_ nn—1)%((n—2)")? 1 ((n—1)H? 1
R I G N ([ i e A CT ER (P Y )2

1 n—1
= —Wp_2+

2n

Wnp,—1

8) Il est clair que ug et uy sont des éléments de [0, 1]. A aide d’une récurrence sur n et en utilisant la relation w,, =

ﬁwn_g + ”T_lwn_l, il est facile de d’établir que w, € [0, 1]. Toujours par la relation w,, = %wn_g + "T_lwn_l

et le fait que w,, positif pour tout n, on voit que, pour n > 2,

n—1 n—1 2 1
wn:%wn—Q‘F o Wn—1 P o W1 Z o 2 ol o

ceci montre que la série Y w, diverge. Maintenant, pour z € [0,1[, on a 0 < wpz" < z". Comme la
série > a™ est convergente, il en est de méme pour la série > w,x™. Notons R le rayon de convergence de la
série entiere > wypz™. La série > wy,z™ est convergente pour tout z € [0,1[, donc R > 1. La série ) w,, est
divergente, donc R < 1. Enfin, R = 1.



On pose W (x Z wpa™ pour tout x €] — 1, 1].

n=0
9) La fonction W est de classe C*sur | — 1,1[ et on a pour tout = €] — 1,1] :
W'(z) = Z nw,x"
n=1
_ = 1 n—1 _ n—1
= w+ Z 2wn_2x + (n—1Dwp_1z
n=2
. o) B 0o o .
= w; + 5 Z Wp_ot" 2+ Z(n — Dwp_1x 2 (les deux séries convergent)
n=2 n=2
- gW(z) +aW'(z) (w =0)
Donc W est solution sur | — 1, 1] de 'équation différentielle y'(x) = ﬁy( ) en plus de la condition initiale
y(0) = wy = 1. Une primitive de la fonction x +— gy Sur ]—1,1[est z — —533 — % In(1—x). Les solutions de

—ix
VvVii—=z

de cette équation différentielle avec la condition initiale y(0) = 1 est la fonction W : x +—

l’équation différentielle ¢/ (x) = ﬁy(x) sont donc de la forme : x — k avec k € R. L’unique solution
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C. Equivalent d’une suite de coefficients d’un développement en série
entiere

Cette partie permet d’obtenir un équivalent de u,, pour n — +o0co. Soit o un réel et 8 un réel strictement positif.
On cousidere la fonction ¢ définie pour = €] — 1, 1] par la formule :

eO(ZD

o(x) = m

On note I'(¢ f 2t~le~*dz la fonction I' définie pour tout réel ¢ > 0 : On rappelle que F(%) = /T et que
Lit+1) = tI‘( ) pour tout ¢ > 0.
10) On rappelle que la fonction x — e** est développable en série entiere avec un rayon de convergence R; = +00
et de méme pour la fonction x +— ﬁ = (1 — x)7P avec un rayon de convergence Ry = 1 (puisque —3 ¢ N).
Ceci montre que la fonction ¢ produit de ces deux fonctions est développable en série entiére (produit de Cauchy
des deux séries précédentes) avec un rayon de convergence Rz > 1. La fonction ¢ est donc la somme d’une
série entiere Y ¢,x™ pour tout x €] — 1, 1[.

+o0
11) Posons f(z) = ﬁ = Zana:" pour tout z €] — 1, 1[. On sait que
n=0
7 (0) (BB 1) (Bnt1) _HE+1) - (Frn—1)

ap=1etVneN a,= =(-1"
n! n! n!

D’un autre coté, pour n > 1, o0n a :
F@B+n)=@B+n-rB+n-1)=@+n-1)---(8+ 1))

Comme I'(3) > 0, on trouve

_I(B+n)
Vn € N,an = W
+oo an
12) Pour tout = €] — 1,1[, on a e** = nz:% Haz" 1 — ) Z anx” et ¢(x Z onx". Donc pour
tout n € N*,
B - (B+k) anF _ 1
¢”_k§“k(n— Zr VX B (n— k)~ T(8) %l



avec

" plank
YV = 2 mr(ﬂ + k)

n o0
E Cﬁa"‘k/ uP T letdy
0

0
oo
o0

k=
n
/ g CFa"FyFuP~te"du  (somme finie)
0
k=0

/ (+ u)"u’? e du
0

13) On fixe a € R tel que a > |a]. Etudions les variations de la fonction go., : [—a, +oo] — R
u +— (atu)"e
La fonction g est de classe C* et pour tout u € [—a, +00],

o (W) = (@ +w)" e " (n — o — u)

Le signe de gy, ,, (u) montre que la fonction g, est croissante sur [~a, —a+n] et décroissante sur [~a+n, +0o[.
Pour tout n > a + |a| de sorte que g|4,, soit croissante sur [0,a], on a :

a
< / u’re (o) 4 u)"du
0

/ uP e (o 4 u)"du
0

a
< / uﬁilg\al,n(u)du
0

a | aﬁ
< (@ / W = (fal + @)%

D’une autre part, si en plusn > a+1,

o0 oo
/ uleT a+u)"du > / e “(a+u)"du (WP = 1)
a n
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e® (formule de Stirling)

WV
)
Q
®
3
3
3

n— oo 2mn

V2mn

mais (Ja| + a)"% est négligeable devant

e quand n tend vers +oo, d’ou le résultat.

14) Pour tout a > |af, on a

oS 0o IS 5-1
[ et iau [t a v < [ ettt i < u ) du
a a a a+u
[eS) o B—1
< / e Y (a+u)"P |1 — <1 — ) du
a a+u
Soit h la fonction x — (1 — x)ﬁfl définie sur I = [¢,d] C] — 1,1[, oll ¢ = _Eﬁ‘_a et d= \olﬁ,‘-a de sorte que :

/ e‘“(a+u)"+ﬂ_1du—/ uP e (o 4 u)"du

o0
</ e—u(a+u)n+6—1
a

h(O)—h(aiu)‘du

Pour tout = € I, on a |h(0) — h(z)] < M |z| ot M = sup|h/(t)|. Donc
tel

/ 67“(a+u)"+’371du—/ uPre (o 4 u)"du

< M|a|/ e (o +u)"P2du



15)

c’est-a-dire que :
|z — wn| < M || zp-1 ()

A l’aide d’une intégration par parties, on trouve :
(n+B—1Dzp_1=2p —e “a+a)"tP1 < 2,

Puisque zx > 0 pour tout k, alors z,_1 est négligeable devant z,, quand n tend vers co. Ce qui donne, d’apres
(x), ’équivalence de z, et w, quand n tend vers co. D’une autre part,

a o
Vn = / (a+u) v’ e "du+ / (o +u)"u’ e "du
0 a
o0
~ / (a4 u)"u’~te™"du (par 13) puisque a > |a])
n—-+oo a
o0
~ / (o4 u)" P letdy
n——4oo a
On a:
o0 a 0
/ 6_“(04 + U;)n+ﬂ_1du = —/ e_“<a + u)"'m_ldu—!—/ e—u(a + u)n+ﬂ—1du
a o o
- Tn Yn

Par le changement de variables t = o + u, on aura :
e®(a+ a)"th

a 8 ata 3
Ty| = e “(a+u)"t *1du:ea/ et TPt <
oal = [ @t u) 0 e

—x

Yn = / e “(a+u)" P du = ea/ e 1AL = T (n + )
0

—Q

Notons k la partie entiere de 3, alors

Fn+B)=mn+p-1)--(B+YLB+1) > m+k-1)--(k+1I(B+1)
r 1
M(n +k—1)!

k!
Ceci montre que x,, est négligeable devant y,, ou enocre z, est équivalent & y, = e*T'(n+ ) quand n tend vers
+o0. Par suite z,, est équivalent e*T'(n + ). Par la question précédente, on a 1, N A donc

n—

=

n—-+4oo

Yy o~ eo‘/ e 1AL = 9T (n + )
0

On revient sur la suite (uy,)nen définie au début du probleme.

16)

On rappelle que ¢, = ¥n et que v, ~ e“T'(n + (). Alors,

r(B)n!

b~ e*T'(n+ 0)

pour tout x €] — 1, 1], c’est le cas de v = f% et 5= % Ceci donne :

Rappelons aussi que W (z) =

Up, e"il(n+3)
= W ~
(n!)? "notoo  I(1)n!
n!T(n 4+ %
Donc u,, ~ M D’un autre coté,

n—-+00 \/ €T
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(2n)!

2 2n
~ o ) 2n) ™ \/47n, nous aurons :
n—+oo 2 "\/E

Par suite, u,, i

Par la formule de Stirling : (2n)

|
n—-+4oo

2n+%
Uy~ 2(2) NZs

n—-+o0o e

D. Etude de rang

Dans cette partie, on cherche a déterminer le rang r,, du systeme constitué des u,, matrices de il,,, considérées comme
éléments de M,,(R). On rappelle que X est le vecteur de R™ dont tous les coefficients sont égaux a 1 et J la matrice
de M,,(R) dont tous les coefficients sont égaux a 1.

17) Pour n = 2, on sait que iy contient une seule matrice non nulle, donc 7 = 1. Pour n = 3, {3 contient 6 matrices

Aq, ..., Ag (par la question 1)). Notons F le sous-espace vectoriel de M3(R) engendré par ces 6 matrices. Par
la question 3), J est un élément de F, donc F est aussi engendré par J — Ay, ..., J — Ag qui sont dans lordre :
1 00 1 00 0 1 0 0 1 0 0 0 1 0 0 1
00 1,0 1 0,0 0 1,1 0 O0fJ, (0 1T OfJe |1 0 O
010 0 0 1 1 00 0 0 1 1 00 010

Soient o, ..., ag des réels donnés. Alors
6 o1 t+oag a3+ og a5+ og 0 0 O
Zai(J_Ai) :OMg(]R) = ag+ag as+as; ag+az | =10 0 0O
i=1 as+as ap+ag as+ay 0 0 O
— ] = —Qig = —(3 = 0y = 05 = —Q4p

Ceci montre que r3 = 5.

On consideére 1'espace vectoriel V,, 'ensemble des matrices A € M, (R) telles que Xy soit & la fois un vecteur propre
pour A et pour sa transposée A.

18) Si A est une matrice de &L, alors sa transposée A est aussi dans l,,. Comme X est un vecteur propre de toute
matrice de ,,, on aura L, C V,. Soit A = (a; ;) une matrice V,, et notons A la valeur propre de A associé a
X et p celle de YA associé & Xo. Donc pour tout (i,5) € [1,n],

n n
Zai»k =X et Za’f’j =pu
k=1 k=1
Par suite,
n n n n
=3 (| =3 ()
i=1 \j=1 j=1 \i=1
Ce qui montre que A = p.

19) Soit B = (V4,...,V,,) une base orthonormale de R™ euclidien usuel avec V; = ﬁXo. Soit A une matrice de

M, (R). Cette matrice A appartient & V), si, et seulement si, AV} et AV, sont colinéaires & V;. En d’autres
termes, la matrice A appartient & V, si, et seulement si, pour tout i € [2,n], V;AV; = 0 et V;’AV; = 0. Notons,
pour i € [2,n], ¢; et ¢; les formes linéaires définies sur M,,(R) par les formules :

pi(A) = VAV et ¢i(A) = ViAW,

de sorte que V,, = (ﬂ ker(goi)> ﬂ (ﬂ ker(wi)>. Soient «,...,q, et B, ..., G, des réels tels que :
i=2

i=2
g+ Bihi=0 (%)
i=2 i=2

Notons V = Z a; Vi et W = Z,@iVi de sorte que la relation (%) devienne :

=2 =2

VAe M, (R), VAV, + WAV, =0



Pour
(2,1).
20)

21)

Si on choisit A la matrice dont tous les coefficients sont nuls sauf celui dans la position (7,7) qui vaut y/n, alors
AVy = AV = E; le i-iéme vecteur de la base canonique de R™ et le vecteur V + W est orthogonal aux éléments
de cette base canonique, il est donc nul. Par suite,

VAeM,(R), V(A-A)V; =0

Maintenant, si on écrit V= (v1,...,v,) (dans la base canonique de R™) et on choisit A la matrice dont tous
les coefficients sont nuls sauf celui dans la position (i, ) avec i # j qui vaut y/n, on aura :

O:W(A—%.)Vl :t‘/(Ei—Ej) :’Ui—ﬂj

Le vecteur V est donc colinéaire a V; et il est orthogonal a ce dernier, donc nul. Par suite, ag = -+ = a, =
B2 = -+- = (3, = 0. En dautres termes les 2n — 2 formes linéaires, ¢; et ¢; pour i € [2,n], sont indépendantes
et en conséquence dim(V,) = n? — (2n —2) = (n — 1) + 1. Cette dimension constitut donc une majorartion de
r, puisque U, C V,.

n > 3, soit A une matrice de i, comportant des 1 en positions (1,1) et (2,2) et des 0 en positions (1,2) et

Notons A = (a; ;) et soit B = (b; ;) la matrice de M,,(R) définie par :

b — )i sit>2ouj>2
1 —ai; sii < 2etj < 2

La matrice B est binaire, en plus, les matrices A et B ont les mémes lignes et les mémes colonnes & partir de la
troisieme ligne ou colonne. Les deux premieres lignes de B ainsi que ses deux premieres colonnes comportent
exactement deux 1. C’est bien une matrice de ,,. Maintenant pour tout (i, j),

0 sii>2o0uj>2
a;; —bi; = . .
2a;; —1 sii < 2etj < 2
0 sii>2ouj>2
1 sit=7,1 < 2etj <
-1 sii#j,i < 2etj <

2

2

La matrice A — B ne comporte donc que des éléments nuls, sauf en positions (i,j) avec i < 2et j < 2.
Notons 7/, le rang du systéme constitué de toutes les matrices U — V ou U,V € i,,. Pour tout (,7) € [1,n],
notons A; ; la matrice obtenue de A par les deux opérations suivantes : L; «— La et C; «— C qui consistent
a échanger les deux lignes i et 2 et les deux colonnes j et 2 de la matrice A. De la méme fagon, on note
B, ; la matrice obtenue de B par les mémes opérations et rappelons que A;; et B;; sont des matrices de
i,. En plus, A; ; — B; ; est une matrice & coefficients nuls sauf en positions (1,1), (¢,4), (1,7) et (4,1) et que
1 est en position (4,7). On remarque que par suppression de la premiere ligne et de la premieére colonne de
A; j — B; j;, on obtient la matrice E;_; ;1 de la base canonique des matrices élémentaires de M,,_1(R). La
famille (4, ; — Bivj)(i,j)e[[zn]]Z est donc libre et v, > (n —1)2.

D’apres les deux question précédentes, on a : (n—1)% < 7/, < r, < (n—1)?+ 1. D'un autre coté, pour tout

U e, UXy = 2Xy, donc pour tous U et V de i,,, (U — V)Xo = 0. On sait que JXy = nXy, donc J ne peut
étre combinaison linéaire des éléments U — V', avec U,V € i,,, mais elle est combinaison linéaire des éléments
de ,,. En conclusion, r,, > 7/, et, par suite, 7, = (n — 1)% + 1.



