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Généralisation d’une intégrale de Dirichlet et application

Partie | : Calcul d’une intégrale

Dans tout ce qui suit, z est un élément de ]0, 1] fixé et

10,400 — C
[ =1
t — a0

1> Soit § € |—m, 7], onae? £ —1 et 1+te® £ 0 pour tout ¢ € |0, +-o00[ , donc f est bien définie et continue
sur ]0, +o00] .

e EnoO:
Ona |f(t)] o fi=s » comme 1 —z < 1 alors la fonction t — tl% est intégrable au voisinage de 0 par suite
f est intégrable au voisinage de 0 .

e En +o0o:
Ona |f(t)] et tQ% , puisque 2 —x > 1 donc la fonction ¢ — 152% est intégrable au voisinage de oo par
suite f est intégrable au voisinage de 400 .
Ainsi f est intégrable sur |0, +oof .
Soit r la fonction définie par

|-m,n] — C

T +o0 tar—l
6 / B
0 1 + te®®
|—m,7[ x]0, 400 —> C
2 > Considérons la fonction u : pr—1
(0,1) — ——dt
1 + tet?

e Soit 5 €]0,7[, 8 € [-5,0] et t € [0,4+00[ on a

_ (1 + teie) (1 + te‘”)
= 1+ 2tcos(f) + t2
= (t+cos(#))? + (sin(h))?

]1+te“"2

la fonction cos est pair et décroissante sur [0, 3] , donc cos(#) > cos(f) pour tout 6 € [—3, 5] , par suite

2

i0|? 2 i3
‘1+te > 1+ 2tcos(B) +t :‘1—{—te
o o2 5|2 ) ) )
ainsi ‘1 +te?| > ‘1 +te'?| = (t+ cos(B))* + (sin(B))* (1)|
e La fonction u est de classe C! sur |—m, 7| x [0, +oo[ et —U(G, t) = Lj
o0 (1+ te?)

"https://tinyurl.com/2qyzzrbd


 https://tinyurl.com/2qyzzrbd

Soit # € ]0, 7], en utilisant 'inégalité (1) on trouve, pour tout 0 € [—f, ] et t € [0, +00]

0 t*
u(97t)’ < o 22
o0 11+ teif|
. t* t* o . 1
la fonction ¢ : t — = est définie continue sur [0, +oo[ et p(t) ~

11+ teiB>  (t+cos(B))? + (sin(B))>? Yoo 2u

avec 2 — x > 1, donc ¢ est intégrable sur [0, +-00] .
ou
On obtient ainsi une relation de domination de 20 le théoréme de dérivation des intégrale dépendant d’un

parametre sur un intervalle quelconque assure que 7 est de classe C! sur [—3, 3] pour tout 3 € |0, 7| , par

suite 7 est de classe C! sur |-, 7| et

+00 Gy T
Vo € ]—m, 7, '9:/1479¢ﬁ:—*¢/ - dt
€l-mmnl[, r'(0) A 89( ) e | (11 tci0)?

Soit g la fonction définie par

|-m,n] — C

g: ) +oo  pr—1
0 —s el / —— 5t
0 1+ te

3>
e OnaVlc]-m [, gf) =er() , donc g est de classe C! sur |—m,7[ et pour tout 0 € |-, 7|

g0) = &' (6) + ize’r(0)

_ ieixe /+oo —ellyr i l‘tzflA g
0 (1+4tei®)? 1+ tei?

. +o0 +r /
. izl
= — ) dt
Ze /o <1 + tew>

, 20 +oo/ T
ainsi 0 :'e”/ h'(t)dt|avec h : t — ——— .
insi|/(6) = i | W(B)dt | av ——
60

e Onah(0)=0et h(t) ~ ——  ,commel—=z>0donc lim h(t)=0.
t—+oo tl—2 t—+oo

e L’expression de ¢’ s’écrit

) A )
§(0) = ie™® 1im / h’(t)dt:iew"( lim h(A)—h(O))
A—+o00 /o

d’ou ¢'(#) = 0 pour tout 6 € |—m, 7| , on en déduit que g est constante sur |—m, 7[.
4 > D’apres la question (3) g est constante sur |—m, 7[ donc pour tout 6 € |—m, 7[ on a
9(0) = g(=0) = g(0) eR .
. 400 elrfir—1 - 400 e—ithx—l
On sait que ¢g(f) = /0 <1+tei9> dt ce qui donne ¢(#) = /0 Wdt = g(—0) , par suite on a

Im (g(@)e_i:”e) = g(f)Im (e_iw) = —sin(z0)g(0)



écrivons

i (g0)e ) = o (9(0)e " — g(~6)e™)

1 —+o00 tmfl tz‘fl

= — — — | dt
2i /0 14te® 14 te

1 +oo tz —i0 _ 10

— / (=) 4

2i Jo (1 +te®)(1 + te—?)

+oo '
= —sin(f dt
sin(9) /0 t2 + 2tcos(f) + 1

Ainsi pour tout 0 € ]0, 7|

. . too r
9(0) sin(z) = % (9(=0)e"" — g(0)e™") :Si“w)/o t2+2t§os(e> 14

5 > Soit § € ]0,7[, on a

oo t* 1 oo t*
6) sin(xf) = sin (¢ / - dt = — / ——— dt
9( )Sln(l‘ ) sm( ) B (t+cos(9))2 4 (Sm(g))z sm(@) 0 (H.CO(%()Q))Q 1
posons u = % alors ¢t = usin(f) — cos(0) et dt = sin(f) du ce qui donne

g(0)sin(fz) = /+00 (usin(f) — cos(6))" du

cotan(0) 14 u?

6 > En g’inspirant de la question précédente, on écrit

+oo
g(0)sin(fx) = Y(0,u) du

avec 1 la fonction définie de ]0,7[ x R vers C par :
(usin(f) — cos(0))*

(6,u) = "
0 si we€]—oo,cotan(d)|

si u € [cotan(f) ,+oo[

on applique en suite le théoréme de la convergence dominée a l'intégrale de cette fonction :
e Convergence :

Soit u € R, on a cotan(6) T il existence donc un « € ]0, [ tel que V 6 € Jo, 7|, cotan(d) < u, ce qui
—T

donne

(usin(f) — cos(0))*
1+ u?

Y(0,u) = , VO € Ja, 7|

1
on en déduit ¢¥(#,u) — —— .
77/}( ) 6—r— 1+ u?
e Domination :

Pour tout u € [cotan(f) ,+oo[, on a
0 < usin(f) — cos(f) = |usin(f) — cos(8)| < 1+ |u]

donc (usin() — cos(f))* < (1 + |u|)* , par suite

(1 + [u])”

B <

, V8 €]0,7[

3



1 z 1 z
w ——— et 2— 1z > 1 donc la fonctionur—>M
1+u2 u—too y2-7 1+ u?

400 , par parité elle est intégrable sur R .

De plus est intégrable au voisinage de

On obtient ainsi une relation de domination de la fonction 1 sur |0, 7[ x R par une fonction intégrable.
Le théoréme de convergence dominée permet d’écrire
+o0o +o0
lim P(0,u)du = / lim ¥(6,u)du

0—m— —00 —00 O0—m—

c’est-a dire

) oo (usin(f) — cos(0))* /+°° du
1 du =
9—137?7 cotan(6) 1+ u? “ —co 1+ u?

ainsi

oo duy
l i = =
i g(0) sin(z0) /_OO vk

7 > D’apres la question (3) la fonction g est constante sur |—m, 7[ , donc ¢g(0) = ehm g(0) .
—

+oo ¢ 1 T
On a g(0) = /0 151 dt et la question précédente donne EITIFI g(0) = Sn(r7) d’ou

Foo g1 T
/ dt = —
o 1+t sin(7x)

Partie Il : Une expression (utile) de la fonction sinus

On rappelle que = est un élément de ]0, 1] fixé.

8> Ona
+oc0 tz—l 1 pz— 1 +oo = 1
dt = /
/0 1+1¢ o 1+1¢ di +
1 Foo yr—1 Loy~
dans la deuxieme intégrale on pose u = — , ce qui donne / dt = du , d’otu la relation
t 1 1+t 0o 14+u
+oo ¢T— 1 = 1 ==
/ - / dt
1+t 1 +1
N _ (_t>N+1
9 > Pour tout t €]0,1[ et N € N ,onaZ(— , donc

1 ga—1 1/ N et Nt 1 4N+z
= —1) -1 —
/0 1+tdt /0 (Z( )t )dt+( ) /0 1—|—tdt
N
—_1)" 1 +N+zx
- Z( ) +(—1)N+1/ T
0

14¢
la derniére intégrale se majore par

1tN+:L’ 1
[
o 1+t

1 1N
< Z Nty — =
_2/0 2(N+x+1)
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donc elle tend vers 0 quand N tend vers 'infini , par passage a la limite on obtient
1 tx—l +oo 1"
[Ena=y 0
o 1+t =n +x

—+o00 t:v 1
10 > On utilise la relation de la question (8) / = /

el =
1+t

) dt et on montre de la

. Lt (=" o
méme fagon que / dt = Z ——~— ,ainsion a
o 1+t n:0n+1735

+o00 $tT— 1 n 400 (_1)TL
/0 _Zn—I—x X%n—i—l—x

Foo gzl T
11 > D’apres la question (7) on a / —— dt = ——— donc
o 1+t sin(7x)
sin(7x) —ntr ‘nt+l-z

+0o0 (_1)n 400 (_1)1171

2

s 1 2(-1)"z
d’ou la relation | —— == _ S AT ¥
ou la relation Sin(nz > 55

12 > Soit y € |0;7[ , on écrit la relation précédente avec x = ¥,
T

REEDIE = K

sin(y n2772 — g2

+z°:° 2(=1)"ysin(y) _ , _ sin(y)

on en déduit 5 —
Yy

_ m272
=1 nem Yy

Partie Il : Calcul d’une intégrale de Dirichlet généralisée

1 — (cos(t))?P+1

13> Soit f:t+— 2

e EnOona:

1—(1- 5 4 o(t2)) %+

f(t) - 2
1-(1—(2p+ 1) + o(t?))
— 2
= 2p;— ! +0o(1)

2p+1
2

ainsi f(t) o , la fonction f est prolongeable par continuité en 0 donc elle est intégrable sur |0, 1] .
ﬁ.



e En +ocoona:

donc f est intégrable sur 1,400 .

Par conséquent f est intégrable sur |0, +o00] et

2
101 5

+o0 1 — (cos(t))?PH!

I'intégrale /
0

e Soit [a,b] C ]0,+00[ . Une intégration par partie donne :

(cos(t))2+1 7"

/b 1 — (cos(t))?Pt1 gt — [_ 1—

t2

t

et on a 1=(cos(t))?P 1 _ tf(t) donc lim {_M

a—0
b——+oo

t

a

t

t2

+(2p+1)/

a

b sin(t)(cos(t))?

dt converge .

dt
t

b
} = (0, par passage a la limite on obtient :
a

+oo 1 — t 2p+1 +o0 in(t
/ (CosON™ g~ (2p 4+ 1) / (cos(t) S0 4
0 t 0 t
14 > Soit n € N* | on a par changement de variable t = u + nw
£+n7r . t jus .
/ ’ (cos(t) S gy _ / ? (cos(u) 2 SR
T4 (n—1)m t -3 u—nm
La relation de Chasles et un changement de variable ¢t = —u donnent
gtnm 9, SIN(t) 3 9, Sin(u) 3 9y SIN(t)
) i L —1"/ p S gy —1"/ £)% dt
éﬂnn;wa» : (1) [ (eos(u) 20 ek (<1 [ eostt) L
3 1 1
— —1)" 2p o;
(—1) /O (cos(£))2 sin(t) (t —— +— m) dt
ainsi
gtnm 9psin(t) 3 9p 2(—1)"t sin(t)
t dt = t)P————= dt
Léﬂmﬂgma>> t | oty =
15 > Par application de la relation de Chasles on obtient
oo sin(t) 3tnm sin(t)
2p — 2p
/E (cos(t)) ; dt = Z / _— (cos(t)) ; dt
2 7+(
(—1)"tsin(t)
_ )2
= Z / cos(t p (1)t sin(t) PR dt
2 .
pour tout ¢ € [0, 721 on a n’n? — % < n?n? —t* donc ’(cos(t))ng’ < %nz_ll/gt
2(—1)"tsin(t)

La série ) 112%1/4 converge donc la série de fonctions Z(cos(t))%

uniformément sur [O, —

On peut donc intervertir les symboles Y et [ ce qui donne

2 —n2x2

2

n=1

t2

(—1)"tsin(t)

oo sin 3 =
[ tcostery f>d—4«mmﬁ<22

— n2q2

)a

16 > D’apres la question (12) la derniére formule devient :

[ tcosttyyr ™0

™ t

2

_ sin(?) ) it

t



ce qui donne

Jus

+oeo psin(t) 3 .
/0 (cos(t))? ; dt—/o (cos(t))? dt

17 > Linéarisation de (cos(t))?? :

ity it 2p
P e
(cos(t))? = (2>

2
_ % Zp: <2p> okt g —i(2p—k)t
24P k

k=0

2p
1 2p i2(k—p)t

k=0

1 (217) = (2]7) i2(k—p)t & 2D\ io(k—p)t
- + Z el p) + Z el ( p)
2% ( p) = \F g1 \ B

dans la deuxiéme somme on fait le changement h = 2p — k , ce qui donne

p—1 p—1
(cos(t))? = % <2p ) +) <2p> gi2b=pt | §° (21?) ci2(p—h)t
2 p k=0 k h=0 h

en regroupant les termes on obtient

o 1 2p = (2p
(cos(t))? = 5% <<p> + 2};) (k) cos(2(p — k)t))

18 > D’apres la question (16) on a

jus

/+Oo(cos(t))2p sin(t) dt = /2 (cos(t))? dt
0 0

t
la formule de la question (17) donne

™

us T p—1 g
/O ? (cos(t))? dt = 2% (2 (if) +2%° (if) /0 cos(2(p — k)t)dt)

k=0

us

or pour tout n € N* on a /2 cos(2nt)dt =0 , donc
0

+oo 2 sin(t) w1 (2p) m(2p)!
/0 (cos(t))? 22 gy ( )

t 22\ p | 22F1 (p!)2

+oo 1 — +))2p+1
De la question (13) on a / (cos(t))

+oo sin(t
2 dt = (2p+ 1)/ (cos(t))2pbmt() dt , on en déduit alors
0 0

+00 1 — (cos(t))?PH! gt = m(2p +1)!
/0 2 = 22t (p1)2




Partie IV : Calcul de E(|S,])

Toutes les variables aléatoires sont définies sur un méme espace probabilisé .

Soient (X}),cn- des variables aléatoires indépendantes, sur (€2, A,P) , de méme loi donnée par :

PXi=-1)=P(X;=1)=
Donc pour tout k € N*, X3 (Q) = {-1,1} et P(X; = -1) =P (X =1) =%

Pour tout n € N*, on note S, = Z X , donc S, () =[-n,n] .
k=1

19 > Soit n € N*.

e Pour tout £ € N* on a

E(Xp)= >, aP(Xp=2)=-PX1=-1)+P(X1=1)=0
z€X(Q)

ce qui donne |E (S,) = Y E(X;) =0].
k=1
e Pour tout k € N* on a V(X},) = E (X?) — (E(Xy))* = E(X?) et

E(X})= Y oP(=2)=P(Xi=-1)+P(X1=1)=1
:rEXk(Q)

doncet V(X;)=1.

n
Les variables aléatoires (Xj),cn+ sont indépendantes donc |V (S,,) = Z V(Xg)=n|.
k=1

Soient S et T' deux variables aléatoires réelles indépendantes telles que S(£2) et T'(2) sont égaux et finis,
donc S et T admettent des espérances .

T et —T suivent la méme loi, ce qui revient a dire que si t € T'(Q2) alors —t € T(Q) et P(T' =1t) = P (T = —t).
20> Ona

E(cos(S +T)) = E(cos(S) cos(T')) — E(sin(S) sin(T))

comme S et T" sont indépendantes alors cos(S) et cos(T") sont indépendantes, de méme que sin(.S) et sin(7")

sont indépendantes, donc
E(cos(S +T)) = E(cos(S)) E(cos(T)) — E(sin(S)) E(sin(T"))
par le théoréeme de transfert on a

E(sin(7)) = Z sin(t)P (T =t)

teT(Q)

changeons la variable ¢ par —t en tenant compte que P(T'=t) =P (T = —t) ,

E(in(T)) = > sin(~)P(T=—t) =— 3 sin(t)P (T = t) = —E(sin(T))

teT(Q) teT(Q)

donc E(sin(T')) = 0 et | E(cos(S + T)) = E(cos(S)) E(cos(T)) |-

8



21 > Soit ¢ € R . Montrons par récurrence sur n € N* que E (cos (tS,)) = (cos(t))" .
e Initialisation :

Soit t € R, on a S; = X7 , le théoréme de transfert donne

E (cos (tX;)) = Z cos (tz)P (X1 =) = cos (—t) P (X1 = —1) +cos (t) P (X7 = 1) = cos(t)
2E€X1(Q)

ainsi E (cos (t51)) = cos(t) . Le résultat est donc vrai pour n = 1.

o Hérédité :
Supposons le résultat vrai pour n > 1 .
On a Sy41 = Sp + Xnt1 , d’apres le théoreme des coalitions les variables S), et X, 11 sont indépendantes, de
plus X, 11 et — X, 11 suivent la méme loi, la question (20) donne alors E (cos (£S,,+1)) = E (cos (tSy,)) E (cos (t Xp11)).
Les variables X; et X, suivent la méme loi donc E (cos (tX,,4+1)) = E (cos (tX1)) = cos(t) , par hypothese
de récurrence on a E (cos (£S,,)) = (cos(t))™ , par suite E (cos (£S,41)) = (cos(t))" !, d’out le résultat est vrai
pour n+ 1.
Ainsi on a pour tout n € N* et tout t € R, ‘ E (cos (tSn)) = (cos(t))” ‘ .
22>

e Soient a,b € R tels que a # 0 et |b| < |a|. On a

|a+b] = | |alsigne(a) +b [ = | |a| + signe(a)b |

comme |a| 4 signe(a)b > |b| + signe(a)b > 0 alors ‘ la + b = |a| + signe(a)b ‘ .

e Soit n € N* on a |Sao,| = |S2n—1 + Xon| et So,_1 est la somme d’un nombre impair de variables qui
prennent les valeurs 1 ou —1 , donc 0 ¢ Sa,—1 (2) et |S2,—1] > 1, ainsi | Xo,| =1 < [S2p-1] -
Le résultat précédent donne |Sa,| = |Son—1 + Xon| = |S2n—1] + signe(Sa2,—1)Xay, , donc

E (|Sgn|) = E (’52n71|) + E (Signe(Sgn,l)Xgn)

= E (’SanlD + Signe(Sanl)E (XQn)
= E(|S2nl) (car E(X2,) =0)

Finalement |¥n € N*,  E (|Shn]) = E (|San-1]) |-
23> Soit seR*et A>0ona

/A 1 — cos(st) g — /A 1 —cos(|s|t) g vt 5] /ISIA 1 — cos(u) du
0 0 0

t2 12 u?

+oo 1 — t
d’apres la partie III I'intégrale / CtOQS(S)
0

oo 1 — cos(st) T
——Cdt ==
/0 t2 2

™ N o .
dt converge et vaut 5 par passage a la limite on obtient

5]

Le cas s = 0 est trivial .
24 > Soit n € N*.

+oo 1 — < t n “+o0 1 _ . t "
o« Pourtoutwe Qona [ I gy s, ) quon et [T I = s,
0 n t2 2 0 12 9
2 © 1 — E t '
e Montrons que E (|S,|) = f/ (?;S( Sn)) 4y
™ Jo



Comme S,,(2) = [—n,n] , alors on peut écrire

E(IS.) = > [kIP(Su=k)
ke[—n,n]
+0o0 _
- v (/ H(;S(tk)dt)P(Sn:k)
g ke[—n,n] 0 ¢
+o00 —
_ 2 / v meoslp gy ar
g 0 ke[—n,n] L
2 /+°° E (1) — E(cos(tSy))
= - dt
T Jo 12

ce qui donne alors E (|S,|) = = =
T

2 [t 1—E(cos(tSn))
/ dt

e D’apres la question (21) on a E (cos (¢S,,)) = (cos(t))™ donc

E(’Sn’)_Z/()+°01—((:()s(1t))” dt

s 12

2 1)!
m(2p+ )2 et la question (22) permet de

. | 400 1 = (cos(t))H
25 > D’apres la question (18) on a /0 2 dt = 2T ()

conclure que :

Vn e N*, E (|S2n‘) =E (‘S2n—1|) = 22n—(3?(;_1)1')l)2
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