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Exercice 1
Utilisons le changement de variables ϕ : (r, θ) 7→ (x, y) = (r cos θ, r sin θ) ( coordonnées polaires ).

Alors on a : ϕ−1(D) = ∆ = [0, 1]× [0, 2π] et le jacobien de ϕ est

∣

∣

∣

∣

cos θ −r sin θ
sin θ r cos θ

∣

∣

∣

∣

= r. La formule

de changement de variables s’écrit alors :

∫ ∫

D

1

1 + x2 + y2
dxdy =

∫ ∫

∆

r

1 + r2
dθdr =

(
∫ 2π

0
dθ

)(
∫ 1

0

r

1 + r2
dr

)

= π ln 2.

Exercice 2
1. D’après le cours S+ et S− sont des IR-espaces vectoriels de dimension 2.

2. Une fonction f est dans le noyau de ϕ si et seulement si, les restrictions de f sur ] − ∞, 0[ et
sur ]0,+∞[ sont nulles, et comme il s’agit d’une fonction continue, alors f est nulle sur IR, donc
kerϕ = {0}.
D’après ce qui précède ϕ définit un isomorphisme de S dans Imϕ, or Imϕ est un sous-espace
de S+ × S−, donc, d’après le théorème dur rang, dimS = dim Imϕ ≤ dimS+ + dimS− = 4.

3. f est solution de (E) : x2y′′ + xy′ = 0 si et seulement si, f ′ est solution de x2y′ + xy = 0. Les

solutions de x2y′ + xy = 0 sur ]0,+∞[ sont de la forme x 7→ c1

x
, donc celles de (E) sur le même

intervalle sont de la forme x 7→ c1 lnx+ c2 où c1 et c2 sont des constantes réelles.
De même , les solutions de (E) sur l’intervalle ]−∞, 0[ sont de la forme x 7→ c3 ln(−x) + c4 où
c3 et c4 sont des constantes réelles.
Soit f une solution de (E) sur IR, alors il existe des constantes c1, c2, c3 et c4 telles que :

f(x) =

{

c1 lnx+ c2 si x > 0
c3 ln(−x) + c4 si x < 0

La condition de continuité en 0, conduit à c1 = c3 = 0 et c2 = c4. En conclusion, S est l’espace
vectoriel de dimension 1 engendré par la fonction constante x 7→ 1.

4. • La fonction x 7→ xα est solution (E) : x2y′′ − 6xy′ + 12y = 0 si et seulement si, α vérifie
l’équation du second degré α2 − 7α + 12 = 0. On trouve donc les solutions linéairement in-
dépendantes : y1 : x 7→ x3 et y2 : x 7→ x4. La dimension de S+ étant 2, donc nécessairement
S+ = Vect{y1, y2}.
• De même on vérifie que S− = Vect{y1, y2}.
• Soit f une solution de (E) sur IR, alors il existe des constantes c1, c2, c3 et c4 telles que :

f(x) =

{

c1x
3 + c2x

4 si x > 0
c3x

3 + c4x
4 si x < 0

1. tout commentaire, toute remarque ou éventuelle rectification, concernant ce corrigé, seront les bienvenus
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On vérifie facilement que toute fonction de la forme précédente se prolonge par continuité en
0 ( f(0) = 0 ), est de classe C 2 sur IR et vérifie (E). Donc les fonctions précédentes forment
l’espace S et dimS = 4.

5. On peut considérer, par exemple, une équation d’Euler-Cauchy : x2y′′ + axy′ + cy = 0 où a,
b sont des constantes. Le recherche des solutions de la forme x 7→ xα conduit à l’équation :

α2 + (a− 1)α+ b = 0. Pour avoir x 7→ 1

x
et x 7→ 1

x2
comme solutions, on choisit a = 4 et b = 2.

Dans ces conditions la solution générale d’une telle équation est la forme

f(x) =







c1

x
+

c2

x2
si x > 0

c3

x
+

c4

x2
si x < 0

Donc, par un argument de continuité, c1 = c2 = c3 = c4 = 0, c’est à dire la fonction nulle est
l’unique solution.

Problème

Première partie
Convergence des séries par transformation d’Abel

1. Soit n ∈ IN∗. La somme
n
∑

k=0

akbk = a0b0 +

n
∑

k=1

ak(Bk −Bk−1)

s’écrit aussi sous la forme

n
∑

k=0

akBk −
n−1
∑

k=1

ak+1Bk =

n−1
∑

k=0

(ak − ak+1)Bk + anBn.

2. a) Pour tout n ∈ IN∗, on a
n
∑

k=0

(ak − ak+1) = a0 − an+1, donc la série
∑

k∈IN

(ak − ak+1) converge

puisque la suite (ak)k∈IN tend vers 0.

b) D’après la transformation précédente, on déduit que la nature de la série
∑

k∈IN

akbk est celle

de la série
∑

k∈IN

uk avec uk = (ak − ak+1)Bk, car lim
n→∞

anBn = 0.

La différence ak − ak+1 étant positive puisque (an)n∈IN est une suite décroissante, on a
|uk| ≤ M(ak − ak+1) où M = sup

n∈IN
|Bn|, donc

n
∑

k=0

|uk| ≤ M

n
∑

k=0

(ak − ak+1) = M(a0 − an+1).

La somme partielle d’ordre n de la série
∑

k∈IN

|uk|, à termes positifs, étant majorée par Ma0,

cette série converge donc absolument, donc convergente.
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c) Dans ce cas la somme Bn =

n
∑

k=0

bk est égale soit à 1 soit à 0, donc elle est majorée. D’où la

convergence de la série
∑

n∈IN

(−1)nan.

3. a) Puisque θ 6= 2kπ, alors eiθ 6= 1 et par conséquent :

n
∑

k=1

eikθ = eiθ
1− einθ

1− eiθ
= eiθ

e
inx

2

e
iθ

2

e
−inθ

2 − e
inθ

2

e
−iθ

2 − e
iθ

2

= ei(n+1) θ
2

sin nθ
2

sin θ
2

.

b) Les deux séries
∑

n∈IN∗

cosnθ

nα
et

∑

n∈IN∗

sinnθ

nα
sont toutes deux convergentes si et seulement

si, la série
∑

n∈IN∗

(

cosnθ

nα
+ i

sinnθ

nα

)

=
∑

n∈IN∗

einθ

nα

est convergente. Mais ∀n ∈ IN∗ |einθ| = 1 donc

∣

∣

∣

∣

einx

nα

∣

∣

∣

∣

=
1

nα
, donc

• siα > 1, la série
∑

n∈IN∗

einθ

nα
est absolument convergente donc convergente, d’après le régale

de Riemann.

• si α ≤ 0, le terme général de la série
∑

n∈IN∗

einθ

nα
ne tend pas vers 0 quand n tend vers

l’infini, donc cette série diverge.

• soit α ∈]0, 1]. On pose ∀n ∈ IN∗ an = cosnθ (resp. sinnθ) et bn =
1

nα
. Clairement (bn)n∈IN∗

est une suite décroissante de limite 0, et il résulte de la question 3.a :

∃M =
1

∣

∣sin θ
2

∣

∣

> 0 tel que ∀n ∈ IN∗, |An| ≤ M.

Donc d’après la question 1. la série de fonctions
∑

n∈IN∗

cosnθ

nα
(resp.

∑

n∈IN∗

sinnθ

nα
) converge.

En conclusion, la séries
∑

n∈IN∗

einθ

nα
est convergente sur IR\2πZ si et seulement si, α > 0.

4. D’après le question 3., la série numérique
∑

n∈IN∗

sinnx√
n

converge pour tout point x ∈ IR\2πZ.

Lorsque x ∈ 2πZ, il s’agit de la série nulle, donc la série de fonctions
∑

n∈IN∗

sinnx√
n

converge

simplement sur IR.

Deuxième partie
Convergence uniforme de séries
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5. a) On a pour tout n ∈ IN et tout z ∈ A, |Fn(z)| ≤ Man, donc la suite de fonctions (anFn)n∈IN
converge uniformément vers 0 sur A. D’autre part, comme dans la question 1., on a

∀z ∈ A, ∀k ∈ IN, |(ak − ak+1)Fk(z)| ≤ M(ak − ak+1),

cet inégalité montre que la série de fonctions
∑

k∈IN

(ak − ak+1)Fk converge normalement sur

A, car la série numérique
∑

k∈IN

(ak − ak+1) converge.

b) On remarque la série de fonctions
∑

n∈IN

anfn converge simplement sur A ( toujours d’après

la question 1. ), et que sa somme vaut
∞
∑

n=0

(an − an+1)Fn(z) + lim
n→∞

anFn(z), donc on peut

conclure que la convergence est uniforme sur A, car la suite et la série convergent uniformé-
ment sur A.

6. EXEMPLE

a) Il est clair que 1− eix = e
ix

2 (e
−ix

2 − e
ix

2 ) = −2i sin
(x

2

)

e
ix

2 . Pour la convergence uniforme il

suffit d’appliquer le résultat de la question 5. (b), avec A = [a, 2π − a] et fk(x) = sin(kx), en
effet, on a :

n
∑

k=1

sin(kx) = Im

(

n
∑

k=1

eikx

)

= sin(n+ 1)
x

2

sinn
x

2

sin
(x

2

) .

Donc

∀x ∈ [a, 2π − a],

∣

∣

∣

∣

∣

n
∑

k=1

sin(kx)

∣

∣

∣

∣

∣

≤ 1

sin x
2

≤ 1

sin a
2

.

Ce qui permet de conclure.

La continuité des applications x 7→ sinnx√
n

et la convergence uniforme sur [a, 2π−a] montrent

que l’application x 7→
∞
∑

n=1

sinnx√
n

est continue sur [a, 2π − a] et ceci pour tout a ∈]0, π[, donc

elle est continue sur ]0, 2π].

b) Soit p un entier naturel fixé, on a :

∀x ∈]0, π],
∣

∣

∣

∣

∣

n
∑

k=1

vn(x)

∣

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

sinnx sin px√
n

∣

∣

∣

∣

≤ | sin px|
sin x

2

≤ px
x
π

= pπ

( on utilisé les inégalités sin px ≤ px et
2

π
≤ sin

(x

2

)

). L’inégalité se prolonge pour x =

0. Donc, une autre fois, par application du résultat de la question 5., la série de fonctions
∑

n∈IN∗

vn converge uniformément sur [0, π].

c) i. Notons ap =
1

π

∫ π

−π

cos ptU(t)dt et bp =
1

π

∫ π

−π

sin ptU(t)dt les coefficients de Fourier de

U . Par parité, on a :

∀p ∈ IN, ap = 0 et bp =
2

π

∫ π

0
sin ptU(t)dt =

2

π

∫ π

0

∞
∑

n=1

vn(t)dt.
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La série
∑

n∈IN

vn étant uniformément convergente sur [0, π], donc :

∀p ∈ IN∗, bp =

∞
∑

n=1

2

π
√
n

∫ π

0
sin pt sinntdt =

2

π
√
p

∫ π

0
sin2 pt =

1√
p
.

ii. Puisque U est 2π-périodique et supposée continue par morceaux sur IR, donc on peut
lui appliquer la formule de Parseval :

a20 +
1

2

∞
∑

n=1

(

a2n + b2n
)

=
1

2π

∫ 2π

0
U2(t)dt.

D’où l’égalité contradictoire,
∞
∑

n=1

1

n
=

1

2π

∫ 2π

0
U(t)dt < ∞, car la série harmonique

∑

n∈IN∗

1

n
diverge. Donc l’hypothèse ” U est continue par morceaux sur IR ” est fausse.

Troisième partie
Convergence uniforme d’une série entière

7. Le lemme d’Abel montre que toute série entière de rayon de convergence R > 0 est uniformé-
ment convergente sur tout disque fermé de centre 0 et de rayon r < R.

8. a) Raisons par l’absurde, en supposant la série uniformément convergente sur ]− 1, 1[, en par-
ticulier sur [0, 1[. Donc pour tout ε > 0, il existe un n0 ∈ IN tel que ∀x ∈ [0, 1[ et ∀n ≥ p ≥ n0,
on a :

n
∑

k=p

xk√
k
< ε.

Par passage à la limite quand x tend vers 1 par des valeurs inférieurs, on obtient

n
∑

k=p

1√
k
< ε.

Ceci est absurde car la série
∑

n∈IN∗

1√
n

diverge.

b)

~j

~i~i

1

1

•
cosαO

Le domaine Dα
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c) Les applications (x, y) 7→ x2+y2 et (x, y) 7→ x sont continues sur IR2, donc Dα paraît comme
intersection de deux fermés, donc c’est un fermé de IR2. Comme Dα est borné ( partie de la
boule unité ), donc c’est un compact de IR2, car IR2 est de dimension finie.

d) Pour tout z ∈ Dα, z 6= 1. Donc Fn(z) =
1− zn

1− z
et donc |Fn(z)| ≤ 1 + |z|n+1

|1− z| ≤ 2

|1− z| .
D’autre part, si |1− z|2 = (1−x)2+ y2 ≥ (1−x)2. Mais x ≤ cosα < 1, donc |1− z| ≥ 1−x ≥
1− cosα. D’où

∀n ∈ IN, ∀x ∈ Dα, |Fn(z)| ≤
2

1− x
≤ 2

1− cosα
.

e) On est dans la situation de la question 5., en effet, la suite

(

1√
n

)

n∈IN∗

est décroissante

et tend vers 0, la suite des sommes partielles

(

n
∑

k=1

zk
)

n∈IN∗

est uniformément bornée sur

Dα, donc on peut conclure : La série
∑

n∈IN∗

zn√
n

converge uniformément sur tout partie de la

forme Dα.

• • • • • • • • ••


